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جامعة بغد اد 


مقدمة المترجمين 


قررت وزارة التعليم العالي والبحث العلمي تكليفنا بترجدةكتاب الطرق العد دية في افندسة 
( تاليف ماريوسلفادوري ۰ مليفن بارون ) ليكون كتاباً منهجياً لطلبة الصفوف الثالنة من 
اقسام الري والبزك في كليات الهندسة . 


لقد اعتمدنا في ترجمة الكتاب الموسوم اعلاه على الصطلحلت العلمية التي اقرتها 
المجاميع العلمية العربية واجتهدنا فيما عدا ذلك حيث توخینا الدقة في العنی العلمي وسلامة 
اللفظ العربي وذلك بالاعتماد على الالفاظ في القران الكريم والسنة النبوية الشريفة بالاضافة 
الى معاجم الاخة مثل كتلب الافصاح في اللغة للصعيدي وعلى معجم الوسيط من مطبوعات 
مجمع اللغة العربية بالقاهرة . اما الرموز العلمية والمعادلات الرياضية والرسوم البيانية فقد 
تركناها على حالاتها دون ترجمة عملا بتوصيات التعریب الرسمية المرحلية . 


ونما لاريب فيه ان كل عمل لا بخلومن الاخطاء فقد حاولنا جهد الاستطاعة تقليلها اذ 
الكمال لله وحده ۰ لذلك نرجو الصفح من اخواننا التدريسيين املين منهم كل تعاون ونقد 
بناء كما نشكر عمادة كلية افندسة لجهودها الرائدة في انجاح عملية التعريب وذلك بما 
اسدته من جهد جهيد في توفير المراجع العلمية والمعاجم الضرورية لانجاح عملية التعريب 
وترشيدها والله الموفق افادي الى سواء السبيل . 


المترجمون 
عبدالاله يونس 
معروف محمد العاني 
رشيد الصالحي 


مقدمة الطبعة الثانية 


ان الاهتمام المتزايد بالطرق العددية ٠‏ والقبول الحسن للطبعات الانكليزية والرتغالة 

م8 يزية والبرتغا لي 

والروسية والصينية من هذا الكتاب ثم ان اعداد طبعات اسبانية ويابانية وايطالية قد اقنعتنا بان 

تنقيحا فى الكتاب قد ان اوانه . وفي هذا التنقيح ابقينا دون تغيير الطابع الابتدائي للکتاب مع 
توسيع افاقه وتصحيح الاخطاء الثانوية والمطبعية في طبعيه الاولى : 


اضفنا الى الفصل الاول معالجة لمعاد لات الدرجة الرابعة بطريقة براون ۰ وتوطئة بسيطة 
لطربقة كريفي للجذ ورالمركبة . وطريقة لحساب معکوس المصفوفات وطريقة لحل العاد لات 
الانية غير الخطية . 
كما اضيف بند جديد لحل مسائل البرمجة الخطية بطريقة البسط . 

واضیف في الفصل الثاني بند عن قاعدة سترلنك للاستكمال وعن الاستكمال بطريقة 
لاكرانج كما وسعت الى حد كبير معالجة قواعد التربيع اضافة الى استعمال الفروق المركزية في 
تدقيق جداول القيم : 

وشمل الفصل الثالث طرق المنبيء - المصحح للمعاد لات التفاضلية من المرتبة الاولى 
والثانية . كما مدت طريقة نوميروف الى معاد لات من مرتبة اعلى . كما خصص بند منفصل 
لتكامل معاد لات الفروق لتحسين استيعاب تراكم الخطأ في التکامل خطوة فخطوة . 


وبينمالم تمس بنهة|الفصل الرابع فان الفصل الخامس قد اعيد ت كتابته كليا . وتم التأكيد على 
الفروق الاساسية في طرق تكامل المعادلات الزائد ية والمكافثية والناقصية .كما وسع البند عن 
التكامل المزدوج ليشمل تكاملات ذات حد ود متغيرة واشتقت مؤثرات بواسان محسنة في 
احدالیات ديكارتية ومثلثة كما حلل استقرار الحل العسددي للمعادلات المكافئية . 


وقد اضيفت مسائل جد يدة عن الطرق التى قدمت في الكتاب لاول مرة . مع اجوبة 
المسائل المتناوبة ويقارب عدد المسائل الآن الخمسمائة . 

اننا نود ان نعبرعن امتناننا الى السيد ة الفاماتيوس سلمون والسيد ريموند بارنیس . اللذ ين 
حلا بعناية جمیع السائل الجد یدق ۰ والى الد کتور ت 00 لو الذ ي رسم بعض المرتسمات 
الجديدة . 


577 ماريوجي . سلفاد وري 
نت ملفن د . بارون 


مقدمة الطبعة الأولى 


لقد نما اهتمام الرياضي التطبيقي والعالم في الطرق العددية الى حد بعيد خلال العقود 
الاخيرة لاسباب عد يدة . ان الحاسبات المنضدية والالكترونية جعلت من المکن اليوم اجراء 
حسابات لم يكن من السهل الاقدام عليها قبل بضعة سنوات . ان المسائل التقنية ۰ والتي لم 
يكن ممكنا الحصول على حا, لها . قد زادت عددا وتعقید! وتتطلب حلا فوريا الان بينما 
اصبح عدد الفنيين القادرين على الحلول التحليلية العقدة صغيرا جدا .ان الطرق العددية 
تسمح باستعمال افراد معرفتهم الرياضية محدودة. 


ان هذه الظروف توضح شيوع الطرق العددية وتؤشر الحاجة التزايدة الى افراد بمهارة 
عد دية والى مواضيع فى الطرق العددية فى الكليات والجامعات . 


لقد تطور هذا الكتاب من مجموعة محاضرات استعملت لتدريس موضوع فصلي في 
مدرسة الهندسة بجامعة كولومبيا . وكان هذا الموضوع اخر سلسلة من خمسة بدأها المؤلف 
قبل عد ‏ سنوات لتوسیع الخلفية الرياضية لطلية الد راسات الاولية والعليا لملىء الفجوة فى 
المعرفة بين الرياضيات النظرية وبين فنون حل المسائل الفيزيائية بالطرق الرياضية . 


من الواضح ان استيعاب حقل الطرق العد دية الواسع والتنامي هومن المستحيلات في 
كتاب بهذا الحجم التواضع . ان الغرض من هذا الكتاب هوتعريف الطالب والعالم الممارس 
والمهند س بصورة خاصة . بهذ ه الطرق الابتدائية التى غالبا مانحتاجها فى حل المسائل الفنية 
وعليه فان الكتاب موجه الى طلبة الهندسة والفيزياء والكيمياء والرياضيات والى اي شخص 
برغب ان يتعلم الطرق العددية ليطبقها في عمله المهني . ويفترض ان للقارىء معرفة 
بالحسبان ومعرفة سطحبة با معاد لات التفاضلية . 


ان فصول الكتاب الخمسة تعالج المواضيع التالية : 
1- حلول المعادلات الجبرية من المرتبات العالية والعادلات الجبرية الانية الخطية . 
2 -النظرية الابتدائية للفروق الحدودة وتطبيقاتها للتفاضل والتکامل والاستكمال 
والاستيفاء العددي . 
3- حل مسائل القیم الابتدائية العادية . 
4- حل مسائل القيم الحد ودية العادية ومسائل القيم المميزة . 
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5 - حل مسائل تتضمن معاد لات تفاضلية جزئية من النوع الحد ودي والمميز والمختلط . 
عند تقديم مادة هذا الكتاب ٠‏ جعلت نظرية الفروق الحد ودة الاساس الموحد لكل 
ار يكل معالخة المواضيع المتنوعة اقتصادية ويتجنب 
التكرار غير 1 غير الضروري . 


ويسمح . خلال الكتاب . بطريقة بسيطة لتقییم الاخطاء . وربما يسمح لاول مرة 
بالاستعمال المنتظم لطرق استيفاء كفؤة . 


ان الطرق العد دية المختلفة قدمت او طبقت على مسائل توضيحية بسيطة ماخوذة من 
فروع الهندسة المتعددة ( الميكانيك . مقاومة المواد . الكهرباء ۰ المرونة ۰ اللدونة ۰ جريان 
الحرارة . الاهتزازات . الاستقرارالمرن .. الخ ) وذلك لاعطاء اوسع مجال ممكن للتطبيقات 
ضمن <د ود الكتاب ومتطلبات معرفة القارىء . على ان القارىء لايحتاج الى المام بحقل 
المعرفة المشمول بالمسألة التوضيحية لكي يستوعب الطريقة العددية . 


ان اختيار الطرق استند على بساطتها وكفاءتها : فلقد عرف بعضها لاكثر من قرنين . 
اما الاخری فقد طورت في الماضي القريب . ان الاجهزة العددية التى يمكن تطبيق هذه 
المسائل عليها هي الحاسبة المنضدية عادة والسطرة الحاسبة في احيان كثيرة . اما الحاسبات 
الالكترونية الحديثة . والتي من الواضح ان اغلب هذه الطرق تطبق عليها . فقد تحاشينا 
ذكرها حيث ان نظريتها تشكل حقلا جديدا كليا في الرياضيات التطبيقية . 


ان المسائل في نهاية كل فصل من نمطين اساسا : تمارين عددية صرفة ثم مسائل 
تطبيقية . ان العديد من التمارين العددية تمثل مسائل فيزيائية واقعية ويمكن تفسيرها . 
مناظرة . بطرق متنوعة . اما الصياغة الرياضية للمسائل التطبيقية فانها معطاة او يمكن 
اشتقاقها من نص الكتاب اومن الراجع التعد دة في الهوامش .كما اعطيت اجوبة المسائل 
المتناوبة واجوبة < جميع المسائل ذات الاهتمام العام . 


لقد قام ملفن د . بارون . تحت اشرافي بالمهمة الد فيقة والمتعبة في تجمیع وحل الاربعمائة 
سؤال التي يحتويها هذا الكتاب . كما دقق حلول المسائل في النص ورسم مخططات 
المرتسمات . يسعد ني ان اعبر عن امتناني العميق لجهوده الكفؤة . 

ان الكتب والاشخاص الذين تعلمت الرياضيات العددية منهم اکثر من ان يحصون 


۷ 


هنا » غيراني انتهزهذه الفرصة لاعبرعن امتناني للاستاذ موروبيجوني 2 مديرالمختبر الوطني 
الايطالي للحسابات ٠‏ الذي كان اول من علمني حب الارقام عند ما كنت احد طلبته فى 
جامعة روما قبل عشرين سنة . 

انني مدين لاصد قائي وزملائي › الاستاذ ر . جي . شوارتز لراجعته الثاقبة للمسودة > 


والاستاذ ف . ه. لي للعناية التي اولاها لرسم الرتسمات .كما ان السيدة ارنو موريارتسي 
اعطت برهانا جد يدا لبراعتها الفائقة في طبع الکتاب . 


نيويورك ماربوجي . سلفادوري. 


الفصل الاول 1 
الحلول العملية للمعاد لات الجبرية والمتسامية 


T'he Practical Solution of ۵ 
and T'ranscendental Equations 


1 المقد مة 
ان حل المعادلات الجبرية والمعاد لات المتسامية ومجموعة المعاد لات الآنية الخطية هو 
أحد الاغراض التي تزاول في كثير من الاحيان في الرياضيات التطبيقية يتطلب عمليات 


هناك طرق نظرية لانجازتلك الحسابات وبالرغم من وجود تلك الطرق . وبعضها غاية 
فى البراعة من الناحية النظرية . لازالت عملية ايجاد الجذور من العمليات المتعبة . 


سنعطي طرقا لتعيين الجذ ور الحقيقية والجذ ور المركبة للمعادلات الجبرية ذات 
الد رجات العالية كما سنعطي طرقا لتعيين الجذ ور الحقيقية للمعادلات المتسامية .كذ لك 
سنعطي طرق تعيين الجذ ورالحقيقية للمعاد لات الخطية الآنية . ونبحث في استخد ام تكييف 
هذه الطرق باستخد ام المساطر الحاسبة والحاسبات الكهربائية حيث تكون النتائج مقربة فى 
حد ود خمسة الى عشرة ارقام معنوية .كما انه ستحل بهذه الطرق العادلات الآنية الخطية 
في حد ود اربعين الى الائة معادلة (ان كفاءة الحاسبات الالكترونية الحديثة تفوق ذلك 
بکثیر ) . 

ان الاطارالعام لهذ ه الحلول هونجمیع عدة طرق لتقلیل الجهد في الحل غیر ان للقاریء 
الحرية في اختیار الطريقة التي تلائمه حبث ان الخبار مسألة تعلم ومفاضلة شخصية 
2 الجذ ور الحقيقية للمعادلات الجبرية : - 

Real Roots ه‎ Algebraic Equations 


المعاد لة الجبرية من درجة 7 تكتب بالشكل التالي :- 
(1.2.1( 0 = وه -(. f(z) = ant" + anı"! + ... + at‏ 


ان لهذ ه المعادلة « من الجذ ور بعضها حقيقية مختلفة والبعض الآخر حقيقية مكررة 
والباقی آزواج من الجذ ور المركبة المترافقة . 


لحل العاد لات الجبرية ذ ات الد رجات العالية يفضل ان نعين الجذ ور الحقيقية وترتیب 
تنازلي لقیمها الطلقة . ان خير طريقة في تعیین هذه الجذ ورهي الحاولة والخطأ وعند ند نقلل 
من درجة تلك العاد لة . 


تستخد م قاعد ة «دیکارت « للاشارات فى تعيين عد د الجذ ور الو جبة والسالبة التوقعة 
حيث تنص هذه القاعدة عل ان عدد الجذ ور الموجية يساوي عداد التغيرات فى اشارة 
معاملات العاد لة (أواقل من ذلك بأي عد د زوجى ) .كما أن عد د الجذ ور السالبة يساوي 
عد د الاشارات المتكررة تواليا في المعاملات (أوأقل من ذلك بأي عدد زوجى ). يجب أن 
يد خل في هذا الحساب جميع العاملات ذات القيم الصفرية على أنها ذات اشارة موجبة. 


اذاكانت 7 في المعاد لة (1.2.1) عد دا فرديا فان لهذ ه العاد لة جد ر حقيقي واح:. على 
الاقل اشارته مخالفة لاشارة القد ار 20/0۰ لتصنع العاد لة لجد ورها الحقيقية التي لاتتجاوز 
قیمتها الطلقة عن الواحد . احسب (1)2 لقيم (2) الواقعة في الفترة 1 > »> 1- على 
مراحل 0.2 أو 0.1 ولجذ ور العاد لة (1.2.1) اي قيمتها امطلقة أكبر من الواحد ضع . 
1 


(a)‏ و 
وتدعسب العاد لة ادناه للقيم 1 > 2 > ]1~ 
an + a, = 0. (1.2.1a)‏ 4 0ل عل ورن لد aot"‏ 
ان الجذر الاكبر للمعادلة (1.2.1) على الاكثر يكون حوالي جذر العادلة . 
Û )1.2.2(‏ = ريرم + ant‏ 
أو تكون قيمته المطلقة حوالي اكبر جذ ري المعاد لة 
)1.2.8( 0 = ویر6 عله 2 ant? + a,‏ 


علما بانه عندما يكون اكبر جذ ر للمعادلة (1.2.1) اعظم كثيرا بالقيمة المطلقة من 
جميع الجذ ور الاخرى فان القيم التقريبية اعلاه تكون د قيقة بينما يمكن تقريب اصغر جذر 


١٠ 


للمعاد لة (1.2.1) بالمثل بجذر المعاد لة 
(1.2.4) 0 = وه + az‏ 
أو بالجذ ر الاصغر ( في القيمة الطلقة ) من جذري العاد لة 
)1.2.5( ,0 = من + az + az‏ 
عند ما يكون اصغر جذ ر للمعاد لة )1.2.1( اصغر کثیرا من جمیع الجذ ور الاخری. 
ان الجذ ور :2 (حيث Ir‏ ع ) للمعاد لة (1.2.1) بمکن اختبارها بعلاقات 
نيوتن التالية : 


0.2.62 کت ب = بن 7 
O 18‏ 
(1.2.6b)‏ د رمه ۳ 
n‏ =( 
0-8 
)1.2.6( سح = LU;‏ 1 ۳۳ ۰ 
i,j,k) = n‏ 
(1.2.60) ۳ (-) = م2 ...2۰ 29۰ ۰ 2 
التي فيها لل مد عد 7 عد و 


لابجاد قبمة متعددة الحدود (ع)f‏ وقيم مشتقاتها المتعاقبة عند قيمة معينة ة مثل مدنستخد م 
يقة التعربض (أو القسمة ) التركيسي بصورة متعاقبة كما هومبين بالجد ول 1.1 


Synthetic Substitution 








dn 0۰-1 0-2 2 aa 01 do 

Dazo 9-0 و‎ 2:20 bato 20 

Db, = an | Dn-ı عمط‎ 3 ba Dı bo = f(0) 
Cnlo Cn-1%0 22 C30 Calo 

1 

Cn = 6+ Cn-1 Cn-2 E و02‎ 6 2 7i 0) 

dazo 0-0 i da20 
1 
d, = Cn 0-1 0-2 4 و0‎ = gj o) 








جدود ( ۱-۱) التعويض التركيبي 
۱۱۱ 




















يوضع صفر عوضا عن معامل 7 للقوى المختلفة التي لاتظه في العاد لة . في النال التالي 

سنوضح طريقة لتحديد مواقع الجذ ور الحقيقية للدالة :- 
(b)‏ ,0 = 42 + 7.452 + 12.27 - تن = (ه)/ = نو 

وحسب قاعد ة الاشارة لد یکارت يمكن ان يكون لها جذ ران موجبان . أولا جذ رموجب 
لها كما ان لها جذر سالب واحد فقط . 

القيمة التقريبية لاكبر جذ ر معطاة بالمعاد لة التالية : 
۱ 0 = 12.2 ¬ 
او بالعاد لة 0 = 7.45 + 12.22 - 


المعاد لة الاولى تعطي 12.2 = :د والثانية تعطى 
zı = 0.1 + ۷ )0.1(* - 7.45 = 11.55,‏ 


اذا أخذت الاشارة + أمام علامة الجذر التربيعي للحصول على أكبر جذر . وتطبیق 
القسمة التركيبية مع تجربة 12 = :2 نحصل على 


1 -32 7.45 42 
12 12.0 - 2 .40 60.6 
1 - 0.2 5.05 102.6 


ان قيمة الباقي يمكن ان نقود القاريء الى الاعتقاد بان الجذر ‏ 12 = .نه هوتقريب 
رديء للجذر :2 ولکن هذا لیس O‏ ری ی خن ی 
الجذ ر عند ما يكون الجذر اكبر من الواحد بکثیر . وبالفعل فان محاولة ثانية بقيمة ,10 = 


1 ~22 7.45 42 
10 10.0 — 22.00 -145 0 

50 . 1003 - 6 .14 - 2 سس 1 
القیمتان 2 = ,2 , 0: = ينه تقربان الجذر من الاعلی والاسفل على التوالي وان 
تقريبا افضل بمکز 0 عليه بواسطة الاستکمال الخطي .ان تقاطع المستقيم الواصل 
یں (الار )و Pa(za,y2),‏ 


2 21 _ جو‎ T1 


1 ¬ 1 J2 - 7 





مع محور السينات(0 = )هو 
1 ~ و110 
Y2 ¬ 1‏ 


7 = ونه 


١ ؟‎ 


وهوقيمة التقريب المستكمل خخطيا 25 ( الشكل 1.1 ) . ان القد ار الوجود فى الطرف 
الايمن من المعادلة (1.2.7) يمكن حسابه بعملية واحدة على الحاسبة . 
أ ان تطبيق المعادلة (1.2.7) للتقريب التي يكون فيها 12 = ,< ,103- = وين 


0 = وه ,103 = رل تعطی 


_ (10)103 - (103-)12 _ 
EE‏ 1[ عن حون رن 


وان التقسيم يعطي الباقي 21.25- = :ن . نستطيع الآ نان نجرى الاستكمال الخطي 
بين 11 و12 فنحصل على 11.17 = ,نه مع الباقي الذي قدره 355- . واخيرا نخمن 


القيمة 11.20 التى تعطى 





1 2 7.45 42 
11.20 11.2 ~1120 49.0 
(e) 
1 ~10 ~8375 | 0 





5 
شكل  :1-١(‏ الاستكمال الخطي 


۱۳ 





شکل ‏ ۲- ١‏ ) طريقة الماس لنيوتن 
وتبين ان 11.2 = 2 هو الجذر المطلوب . 


كبديل لهذه الطريقة . وبميزة محددة عادة . يمكن استخد ام طريقة المماس لنيوتن 
( الشکل 1.2 ) لتحسين التقريب الاول للجذر. أن :2 هي نقطة تقاطع مماس المنحني 
(۶2 = ن المرسوم عند النقطة .2 = :ه مع محور السینات(0 = »)وهي معطاة بالمعاد لة 
(1.2.8) ل — Ug‏ = ال 
باستخد ام التعويض التركيبي مرتين متعاقبتين نحصل على (,ت)/ و( ثم نقیم 
التقريب التالي :+20 للجذر . باخذ 12 = :2 نحصل . بخطوتين . على 


1 ~22 7.45 42 
2, = 2 12.0 - 0 61 
1 - 02 5.05 103 = f(r) 
2 = 12 12.0 142 
1 11.8 147 = f(z) 
103 
و - 12 = ونه‎ = 12 - 0.7 = 3. 


باستخد ام القيمة الجديدة 11.8 = ونه نحصل على 


1 2 7.45 42.0 
و2‎ = 11.3 11.3 -7 ~30.7 
1 ~ 0.9 ~~ 2 |_11.3 = fe 
يه‎ = 11.3 11.3 117.52 
1 10.4 | 114.80 = f(z) 
و2‎ = 11 11.3 - 0.1 = 2 
115 ١ 1 


1٤ 

















وهو نفس الجذ ر الذ ي حصلا عليه سابقا 


يمكن الوصول الى الجذر باسرع من هذا بقليل من الجهد الاضافي وذ لك بان نستخدم 
طريقة نيوتن من المرتبة الثانية . نفتح (:)7 بمسلسلة تيار حول النقطة ,2 = ت لغاية ثلاثة حدود 


بعد وضع : - 


h, (1.2.9(‏ = مه < دجم 
نحصل على : - 
,0 ح؟ چ 3 0 Le‏ ع3 (zn) J'(zn)h‏ 2 (جمنة) 7 
أو 
h 5 E 3 = 0. (A)‏ + رمال 


بتقربب قيمة ۸ الموجودة داخل القوس المستطيل بالمعادلة (1.2.8) . أي 


(-نه) “76(/1- = ۸ وان المعاد لة (۵) تعطى 


1 Jan ر‎ (2 )1.2.10( 
h J(zn) 1 (zn) 


وهكذا انطلاقا من القيمة 12 = :2 تعطى المعاد لة (ط) 


42.00 7.45 12.20- 1 
60.60 0 12.00 12 دارع 

1 -.0 5.05 1102.60 = f) 
ره‎ = 12 12.00 141.60 

لسار = 146.65 11.80 1 
12.00 3 = 2 


1 23.80 = (1/2) (r) 


146.65 23.8 


= 1 
h 102.6 ' 146.65‏ 
h = 12.00 - 0.79 = 1‏ + رع = و2 
ان احدى الميزات الرئيسية للقسمة التركيبية هي انها تعطى بصورة مباشرة معاملات 
المعاد لة المختزلة التي جذورها هي الجذور المتبقية للمعاد لة الاصلية . ان القسمة التركيبية 


1.2700 h= 0797 


۱ 














للمعاد لة (ط)على 11.2 - = تعطي معاد لة اند رجة الثانية التي تظهر معاملاتها في السطر الاخير 
من النهج (e)‏ 
,0 = 3.75 عدن سس 2 


والتي يمكن حلها حيث نحصل على الجذرين الاخرين للمعاد لة (ط) 
0 ۱ = 376+ 7025 + 0.5 = م 
تعميما لنتائج هذا الثال . فانه يمكن الحصول على (:) من الجذ ور الحقيقية للمعاد لة 
الجبرية جذ را فجذرا باستخد ام القسمة التركيبية بصورة متعاقبة على : - 


(a ¬ 2, (2 - 29), ..., )2 ¬ Zn) 
. لأية درجة من الدقة‎ 


يجب أن تمارس عناية خاصة في استخراج الجذ ور عند ما يكون اثنان متساويين 
تقريبا . أي مشرفين على التکرار . اذا كان جذر العاد لة0 = (2)/يتكرر 2 من المرات فانه 
جذر 1 - ( الاولى من مشتقاتها ايضا . بقسمة العاد لة التالية تركيبا على 3 - بد 


,0 = 9 دورق + تروق عانم 


نجد ان 
9 3 5 1 
9- 6- 3 3 
(3)/ = 0 8~ 2 1 
8 3 3 
(8)”/ = 0 1 1 
3 3 


)1/2( = 4 1 
وعليه فالجذر و = م مكرر مرتين . 


عند ما تكون ()”/ صغيرة جد ا بجوار جذ ر ۰2 تصبح العاد لتان (1.2.8) , (1.2.10) 
حساستين للغاية لتغيرات 2 . في هذه الحالة يكون عمليا ان نعين اولا الجذر © للمعاد لة 
0 = (۳)2/ قريبا من الجذر 2 ان نحسب (0) ”/ وأن نفك (»)/ بمسلسلة تيار حول النقطة 
۾ = هه لثلاثة حدود فقط . 

۱ + (ه - 6)(ه) "41 + f(a) +1" )0()8 — a)‏ = (قال 
f(a) + ۳ )0()5 — (۰‏ ± 











للحصول على جذ ور (7)2 القريبة من » = به نحل المعاد لة من الد رجة الثانية 
,0 = ۶( — 2)(ه) 3۳ + f(a)‏ 


فحصل عل 





58 FO, 
d12 = a + ۳29 )1.2.11( 


مغلا باستخد ام القسمة التركيبية على العادلة التالية مع أخذ1 = به 
0 = 0.9999 + 1.00012 - ۶ - 23 = (2)[ 


لحمل عل 


1 -1 -1001 0.9999 
1 1 0 -01 

1 0 -1 001 ]-0.0002 = /01( 
1 1 1.0000 

1 1 —0.0001 = f(D) 


بما ان كلا من (1)/ و(1)/ صغيرة نحل اولا المعادلة 
0 = 1.0001 ¬ 2 ¬ نوق = (و) از 


1 - 2- 3 
1.0000 3 1 
10 - 0.0001 1 3 
۲ 3 1 
=D‏ 4 3 
ونحصل على الجذر 
a = 1 - 0000! 1.00025.‏ 
بتقبيم (0)] و (7”)0+ بالقسمة التركيبية 
00 0 - .1- 1 
1.05 — 0.000025 1.000025 5 1 
0 = 0.000195-| 5 - 0.000025 1 
1.000075 1.000025 1.000025 
f(a)‏ = م 1.000050 1 
1.000025 1.000025 
(a)‏ )1/2( = 2.000075| 1 


م /؟/ الطرق العد دية في الهندسة 





























وبواسطة العادلة (1.2.11) نحصل على :- 


99 | _ 20000785 را ۹ 
11 | 2000075 1 + 1.000025 دور 


ان الجذور الصحيحة للمعادلة هي 1.01 , 0.99 , 1.00- وعندما تختصر جمیع 
الجذور الحقيقية من المعادلة ٠‏ يبقى زوج من الجذور الخيالية المترافقة في المعادلة المختزلة 
الاخيرة. 

عندما تكون العادلة المختزلة هي من الدرجة الثانية يستخرج الجذران الخياليان المترافقان 
رأساً بدستور. عندما تكون العادلة المختزلة الباقية من الدرجة الرابعة او السادسة اواعلى من 
ذلك يكون من الملاثم ان نعزل فيها عوامل الدرجة الثانية المسببة لكل زوج من الجذ ورالخيالية. 


3 حل العادلات من الدرجة الرابعة بطريقة براون 
Brown’s Method for Quartic 9 5‏ 
يمكن تحليل معادلة من الدرجة الرابعة الى معاملين من الدرجة الثانية مباشرة بطريقة 
براون ‏ ۱ 
لتكن العادلة من الدرجة الرابعة هي :- 


)1.3.1( .> ,0 = وه + ورن + ae‏ + مین + ^ 
عين المعاملات التالية :- 


)1.3.2( تم — bo = a4a» — aj)‏ ;400 — رموه = رن 


ثم احسب جبريا اكبر جذر حقيقي :2 للمعادلة التكعيبية التالية :- 


(1.3.8) 0 = و + هر + نووم سا 23 
LT (1.3.4)‏ 0 
Es‏ 3 2 9 کلب 9 1:2 
2 2 
eT 5 3 577 )1.3.5(‏ 
+ م 


۸ 


ثم تحقق أيا منهما ,4 , ره هو رم وأيا هو ءل بواسطة العلاقة السالیسة 
ar. (1.3.6(‏ = و6 - cds‏ 

ا معاد لتان من الدرجة الثانية واللتان هما عوامل المعادلة (1.3.1) ممما 

(1.3.7) .0 = و + نموه + dı = 0 a‏ + ههرم 1 *2 

مغلا لنأخذ المعادلة التالية 


.0 = 16 + 24 - 1802 + و6 ات كن 


نحصل على :- 
;16 = مه ;24— d=‏ ;18 = وه (6- = ون 
b, = )-6()-24( - 4)16( = 80;‏ 
bo = 16])4()18( - )-6(#[ - )-24(: = 0‏ 
;0 = ع80 + 182 - دم 


;10 = و2 ;8 = و2 Û0;‏ = رع 


2- 012 6- 
ا | = ۷-1810 ± فو دين 


.8 
و 

(836- = (4)8 - (2)2- = روه + cıd‏ 
:24 - = )4(2 - (2)8- = یه + و60 
dı = 2;‏ ;8 ع dı‏ 

2 - 20 4+ 9 =0; 2-4 +8 =0 


a = 9 + 25 = 16 = | 


.2 1 2(1 = وود û;‏ د 1 = و7۱ 


4 طريقة كرايفى 


Graeffe’s Method 
لنفرض انه أعطينا العادلة الجبرية 0 = ()7 والتى جذورها‎ 


باهز < ۰۰۰ < یت < ی < إت 


18 


فالمعاد لة 
0 = (قه-)/ 
والتى جذورها 


2ر 2 2 2 
Ta‏ وه .۰ و1 ~o,‏ رس 


تكون عواملها رط والتي نحصل عليها تبعا لنهج الجدول 1.2 


dn dn-1 ان 64-8 وه‎ ds 09 dı do 
2 0 2 2 2 
0 06 06 07-3 0 02 و2‎ 01 00 
مموه2 - | :20~ | 2040~ | ... | م2۵ | من م2 | م9‎ 
و196۵ | رهو20 1 و 5- 4-2010 0-4 20 لك‎ 
سب‎ 20-6 520 — 22880 
Dn Dn-1 عمط‎ Dn-s 000 5 و‎ bı bo 





























جدول ( ۱-۲ ) نهج كرايفي 


بتطبیق نفس الاسلوب على 0 = (-)7 نحصل على معادلة جذورها 24- وبتكرار 
هذه العملية عددا كاف من الرات ١‏ . للمعادلة الاخيرة جذور د بحيث يكون : 


نمدا <« ...< انها < اه < اكإندا 


نرمز لمعاملات هذه العادلة الاخيرة ب © وندع م = ,2 و بعلاقات نيوتن الواردة 
[ بالمعادلة (1.2.6) ]يكون 





Rf 
Cn—1 
کح ہہ = اوس = ا رز‎ 
- f=] Cn 
Cn-2 
3 aap = a = + تلن‎ 
(i) =1 Cn 
n 6 
2 apy لس ع اند متايه سه‎ 
2,1, =1 On 


وم وه وه مه فو ف واف وا فو فده مه هو هو و و ها وام انو 


وبقسمة الثانية على الاولى » والثالثة على الثانية وهكذا يكون 





۳ 
P22. 3 Cn—3‏ و بت om‏ ملس بح 20 
(1.4.1) .0 لحت لد اح نود عط = وله 5 3 21 


و 
Cn!‏ 


۲۰ 














يجب علینا ان نمیز ثلاثة حالات وهي : - 

ر( عندما تکون کل الجذور حقيقية . فالضرب الزدوج ) double product‏ ( 
الوارد في جدول 1.2 يصبح تافها يمكن اهماله مقارنة بقيم 5 وتكون جميع بم 
( مربعات كاملة ) فالطريقة تقف عند هذه النقطة وتحسب الجذور من رل + 
وتحدد العلامات من التعويض بالمعادلة الاصلية. 


(ب) عندما لايصبح احد العاملات © مربعا كاملا ولنقل Cs‏ ولكنه بقع ہیں مربعين 
كاملين 68-1 Cs+1,‏ فالنسبة 


2m ~4 Cs-1 
e (1.4.2) 
تعطي معامل الجذرين المركبين .۵ + » مرفوعين الى س (س2) أو جذرين حقيقين‎ 
متساويين (0 = ,8) مرفوعين الى اس (”2) للمعاد لة الاصلية . ان الاجزاء الحقيقية والاجزاء‎ 
الخيالية :8 ,.ه تعين بواسطة علاقات نيوتن عند ما تعرف جميع الجذ ور الحقيقية ومعاملات‎ 
. الجذ ور المركبة الاخرى كما مبين ادناه‎ 


ج عندما بقع (2-1) غير مريع كامل بين مربعين كاملين مه ,م.م فانه يوجد 8 
من ازواج الجذ ور المركبة متطابقة المعامل م الذي يساوي 


)1.4.3( م 


تعين الجذ ور المركبة . بعد ازالة الجذ ور الحقيقية . بعلاقات نيوتن . فمثلا للمعاد لة 
من الد رجة الرابعة بمعرفة العاملین T1‏ رو 





4 1 + ه = 71 
r = ad + 8, 0‏ 
نحصل عل 
س = 2 + رو بے + و وق و كت 
dn‏ 1 
tu; = 71 + 2 + 40a = 2 7‏ 5 


المجاهيل الاربعة به , به ,,م , ,م هي جذ ور المعاد لات الاربعة.(0) ,(0) ,(ط) ,(8) 


۲١ 


تشير فيها الاسس الى قوى العشرة 





ان العاد لة التالية قد وجدت جذ ورها الحقيقية والمركبة كما مبين في النهج (1) التي 











2“ - 1528 + 13821 - 32472 + 200 = 0 (e) 
4 da da 021 00 11 
1" | -1.58 | ۶ -3 8 +2.00 | 1 
1° 2.252 1.44 10.49764 4.004 1 0 
- 763 ~0. 97204 - 0 
0390۹00۹۰ 
1: | -2 09240 44 4.004 | 2 
1 0.26014 0.9456 2.4779 160 0 
-1 04 0.0508 - 79 
00008۰ 
1° | 04 0.97728 1.69979 1.60 | 4 
1° 2.828 0.994456 215 25 
10 0.00571 | -0 مرول‎ 
000006 
1 0.84385 1.0001 2.15 2.561 | 8 
C4 C3 C2 6 Co 















































يلاحظ ان وم ليست مربعا كاملا . ولذ لك يوجد جذ ران حقيقيان وجذ ران مرکبان 
مترافقان والجذ ور مقربة لرقمين عشريين هي 


a = © = 1.00; 


;£1.00+ = ود 


0 = ;257 = 2 = و 


(rf) = = 1.00 كا‎ 101%; r, = 100. 


وبتعويض هذه بالعاد لة يظهر ان ,1.00 = 24 ,2.00 = وت 
وباستخد ام علاقة نيوتن نحصل على 
2a = (15, =6‏ + 2.00 + 100 = به 2 


:4 = 30 - 100 = 82 ;100 = مم = نم + a‏ 


81 + 6 = و,171 


۵ =8 


۳۳ 








ان المعاد لة التالية لها جذ ور متطابقة العاملات 























5 0 = 25 + 302 - 1822 قوم س فين 
وحلها مبين اد ناه 
mı = 1‏ 25 0 0 | 18 6- |[ 1 ۱ 

1| 36 324 900 625 

-30 -0 -00 

+50 

1 | 0 4 0 2 mM ع‎ 9 
1 0 00000 0 39.06254 | 

-0.2800 | 0 11104 

0.12504 ۱ 

4ع بر | 39.06254 | ۱7500 | 0.1440 | *0.2800— | 1 


منها 1 = ۲4 , 39.06751 = هما مربعان کاملان ۰ وه رو ,ده ليست كذ لك . يوجد 
2 = ۾ زوج من الجذور 
Boi‏ 1 ون - 11,4 81 + ره = وريج 

بمعاملين متساویین بحيث ان 

قتعم كد 104 X‏ 30.0025 = 72024 
بحل المعاد لات (8) ,(0) ,(0) , (ل) من هذا البند نحصل على 

ز(وس) - = ,20 + ره2 ;5 = 6 + یه ر5 - 81 + له 
,18 = یهرم4 لاق + 5 


;1 = وم ;2 = ,8 ;2 = وه ;1 * ره 


وب 2= 9 1 = ma‏ 
5 تعيين الجذ ور المركية بالمعاود 8 Iteration‏ 
يمكن الحصول عل العوامل من الدرجة الثانية . وفصلها عن الحاد له . بطريقة القسمة 
التركيبية على عوامل تجريبية من الد رجة الثانية الى ان نحصل على باق على شكل مع + 82 
وبحيث يصبح هذا العامل صفرا اوقيمة صغيرة تهمل . ان أول تقريب لعامل الدرجة الثانية 
العائد للجذ ر الذي يكون مقياسه modulus‏ غاية في الكبرفي العاد 2 (1.2.1) هوالعامل 


(1.5.1) مس anan‏ سا 2 


۲۳ 




















بينما يكون اول تقريب لعامل الدرجة الثانية العائد للجذر الذي مقياسه غاية فى الصغرهو : 
0 0 
EOE (1.5.2)‏ 
( جد ول 1.3 ) يبين القسمة التركيبية على © + عم + هد (مأخوذة في القوة التنازلية في »). 


مه + az‏ + ...+ 2 مین + یمن + f(r) = a"‏ 
Sz + 50‏ 71-4 9-3 92 سے 
شي + وھ + موه + ...+ sn-ı2"™7 3 + 8ne4‏ + 2) (و + pa‏ + ممم 





ب 
ase ۱ 02 01 do‏ 0-3 0-9 
9 سم 82 28-2 ~ 28-1 
9 - 483 - 84 سب ۱ 1 0-1 حل 1 و 
١ 81 50 ۱‏ 82 8-3 8-3 


لاجل اختزال الباقي الخطي مه + ره للصفر » یمکننا ان نستمر بالحاولة والخطأ أو 
بالعاودة . سنوضح كلا من الطریقتین في حل معاد لة الد رجة الرابعة التالية : 


(e) = at + 27.42 + 307.4 - 873.72 + 1503.11 = 0. 00‏ 
ان تقریب العامل الاصغر ذي الد رجة الثانية لهذ ه العاد لة معطی بما يلى 
پر _ 150911 ري 937 سس 
.5 + و3 — و = 4.89 + 2.842 - 2 7 30۳724 ۲ *307.44 
ولحساب الباقي العائد للعامل» + ندم + 2 نستعمل اولاً نهج القسمة التركيبية للجدول 
3 حيث فيه : 


و60 >> DSn-1‏ ~ سا = Sng‏ و ™ dn-1‏ = مگ 


بتقريب العامل 5 + 8 دن وتطبيق هذا النهج على المعاد لة (م) وتد وير المعاملات تعطي 





-5 1 با‎ 
27.4 | 7 -4 1503 
| | 30 | 2 1179.6 (b) 
-5.0 | -152.0 | -6 
30.4 | 92 153.6 | - 3 





۲ 


























نلاحظ ان الباقي هو 463 - 153.6 وان ناتج القسمة هو 393.2 + 30.4 + 8 
نحاول|الآن القسمة على 5 + 22 - 7۶ ونحصل على : 


پا 1 2 | 5“ 


1 | 27.4 | 807 | 4 1508 | 
20 58.8 721.6 
-.0 -147.0 | -04 
1 | 29.4 | 360.8 | -299.4 | 301 | 


ان .والذ ي هومعامل ند في الباقي تغيرت اشارته ۰ وتغيرت قيمة50 بصورة طفيفة . نحاول 
الان القسمة على 4 + م.ق - ثم 


با 1 3 4- | 
1503 4- ۱ 307 | 27.4 1 
1182.6 91.2 3.0 
2-8 11.6 0 
8 - 187.0 394.2 | 30.4 1 








ان المعامل:5 موجب الآن وان قيمته أكبرمن القيمة التي حصلنا عليها بالحاولة الاولى وان 
الحد الثابت0* اصغر من سابقه . الآن نقسم على 4 + 2.52 - :ند حاصلين على الباقي التالي 
2 - 49.17 ولكن آخر محاولة تقسيم على 3.9 + :2.6 - 2 تعطينا الباقي التالى 
7 + 0.22 الذي یمکن اعتباره صغیرا › وناتج قسمة هو 10 .1 + 307 + افالجذ ور 
الاربعة للمعاد لة (5) هي تقريبا 


;1491 + .1 = 3.9 — :(1.8ك/د + 1.3 = 


5 
8 
۱ 


= -15 + 157 - 381.10 = -15 + 62 


چ 
ت 
2 

۱ 


ان القيم الصحيحة للجذ ور هي 
ı2 = 1.3 1.8 m4 = - 15 + 8,‏ 


ان طريقة ة المعاودة لفريد من ( روص اا۴ ) ( التي هي اسرع التماما ( convergence‏ 
من طريقة بارستو لین ( Barstow-Lin‏ )المعروفة اکثر ) تغنينا عن الحدس غير أنها قد 
تلتم ) converge‏ ) ببطی ۶ نحو الجوااب الصحيح أوقد لاتلتم اطلاقا في الحالات التي تکون 
فيها معاملات الجذ ور المركبة مشارفة على التساوي . لذا ينصح ان نشتغل بطريقتي المعاودة 
والمحاولة والتجربة معا .ان طريقة 4 فربد من تتطلب قسمة الطرف الابسر من المعاد لة f»)‏ 
بواسطة التجربة على معامل من الدرجة الثانية مرتب حسب القوى التنازلية للمتغير به ٠‏ كما 


۲۵ 






































۱ عمل في الجد ود ۳ وللحصود على عامل افضل نقسم (5). على ناتج عملية القسمة 
السابقة وکلاهما مرتب حسب القوى التصاعد ية ل کما مبين بالجد ول ۱.4 .ان البواقی فى 

عملبات القسمة لاتحسب حیث انه لاحاجة لها اذا كانت العملیات ملتمة. . 

الجد ول 4. القسمة التركيبية عل المقد ار j px + qx?‏ ١(بقوى‏ × التصاعد ية (. 


Table ۸ 
Synthetic Division by | 4 ار‎ 4 q'x (in ascending powers of x) 


05 UR 4 


مامد | در یور 
1 


۰ ی 
اناي هو ۷ 
7 7 





)١-4( جدول‎ 


وهكذا انطلاقا بالعامل التجريسي 5 + « - 5م وبقسمة ()/ عليه عندما نرتبها في 
القوی التنازلية | النهح رن الصفحة 24 نحصل عل الناتج التالي 
.)0.0025 + :0.077 + 393.2(1 = 393.2 + 30.4 + ثم 
ان قسمة 
ع 4 مرو 07 4 BOTA‏ لل 8737 — 1503.11 = رمال 
على 0.0025 + 0.077 + 1 
وتعطي القسمة بالقوى التصاعدية بنهج الجدول 1.4 







~0. (025 







أي ناتج القسمة هر 
.)3.06 + 2.602 — ®( 379.87 = 37987۵ + 089.44 - 1503.11 
باعادة هاتين العمليتين مرة اخرى وتجميعهما في جدول واحد حيث القسمة التي على 
الیسار مرتبة حسب القوى التنازلية بينما القسمة الموجودة على يمين الجد ول مرتبة حسب القوی 


التصاعدبة نحصل على 


۳۹ 































و ی ۱۴ دس 
TE OMT REST‏ 
1 عار | 7796 0 ند 
۳۹۹ زا و 

30.0 381 .18* [| 381 ۴ 


0 0 
۱3 


۳۹ 











OLSA |‏ 
أي ناتج قسمة هو : 

xz” + ۵0» + 381.48 = 381.48(1 + 0.07862 + 0.00262)‏ 
على حسب الترتيب التنازلي .و 


9] تمن‎ — OLS 4 1503.11 1.10۵) — 200 + 3.04) 


بالنسبة للقسمة المرتبة حسب القوی التصاعد بة . ان تقارب الناتجين المؤشرين بالنجمة يشير 
الى ان العملية « تلتم ۰ ( مع«محدمه ) وان المعاملین التقربین هما 
a + 302 + 381.48, | 2 — 2.6 + 4‏ 


واي جذ ورها هي 


T2 = -[. + 15; وروت‎ = ~15 + 7. 


وهده المعاملات صحيحة بالنسبة لعدد الارقام المحسوبة . يمكن حساب العامل الاكبر 
ذي الدرجة الثانية بطريقة فريد من مبتدئين بالقسمة المرتبة ترتيبا تصاعديا لقوى بد بدلا من 
الترتيب التنازلي كالآتي 


J) = ل 504° - 128 + 16 - كن‎ 115612 - 1360 + 800 = 0, . (ce) 


نبدا بالقسمة على العامل الا کبر مرتبا حسب القوی التصاعد ية والذ ي هو : 
a ~ 10 + 128 = 128)1 - 0.125: + 0.0082*(,‏ 


فيكون ناتج القسمة هو 


T4 — 0 F4 YY سل 13.49 + 5 ¬ )741 = رس‎ 


وتستمر العملية بالقسمة تبعا لترتيب قوى المتغير * تنازليا على العامل 13.4 + بق - 2ن 
ثم بالقسمة البديلة كما هومبين بالنهج ر) 


۳۷ 
































0.127 


— 0.008; 









R00 
1 ۱۰ ISH 01949 


IS ۱ 


S00‏ )208.8 ا 
ERE‏ حي 
۷۱ (- |۱1 .0 1 


156.8 


النهج (0) 

















اس سا 
0 2 .۱-1۱۵0 905.0 ۸.71 


ان العاملین التقريبين للمعادلة () هما 
0 = 51.2 لاس[ 10 ~ 2 


.)15.50 4 مارد تلد 020° — (e‏ 


ان جذري المعادلة الاولى هما 


6 المعاد لات المتسامية Transcendental Equations‏ 


تسمى العادلات غير الجبرية بالعادلات المنسامية . قد يكون لمعادلة متسامية عدد منته 
( 0:10 )اوما لانهاية من الجذور الحقيقية وقد لایکون لها أي جذ رحقيقى على الاطلاق 


فمنلا المعادلة 
2 = مراع 
ليس لها اي جذر حقيقي ( الشكل 1.3 ) غيران لها ما لانهاية له من الجذور الخيالية . 
والمعاد لة 


sin 2 


| 


۳۸ 









































لها ما لانهاية له من الجذور الحقيقية ( الشكل 3 ) . والمعادلة 37 = xin Zz‏ 
لها ثلاثة جذور حقيقية ر شكل 1.3 ). 





شكل (۱-۴) 


حالما يقرب جذ ر حقيقي معاد لة متساميةمن الاعلى والاسفل . تخطيطيا ( graphically‏ ) 
او بالمحاولة والخطأ . يمكن استعمال الاستكمال الخطي لتحسين قيمة الجذر باستخدام 
المعادلة (1.2.7) مثلا المعادلة 


0 = 3 - م = ( دار 


ها جذران حقيقيان احدهما بقع بين 0.4 وبين 0.9 (شكل 4 ) عند اخذ 
9 > دة و024- = إل وعند اخذ رم ب يم و 0.29 - :ر تعطى المعادلة 


(1.2.7) 
پر 04-02 ¬ 002 
0:04 05 و05 2 = و 
وباستعمال قيمة 7 هذه نحصل على 06 = ور 


وبالاستمرار على نفس الاسلوب نحصل . على التوالي . على 


ys = 0.0001.‏ ,0.619 = ونه and‏ 20.009 = ين ,0.627 = ين 


۲۹ 




















لا س سس تسس 


0 04 7۰0,۵۱9 09 


اة 0 = ملز سام 


من ناحية اخرى لو استخدمنا طريقة المماس لنيوتن | المعادلة (1.2.8) | يكون لدينا 
EE‏ 3 س ”م = J) = ( — B0: J)‏ 


انطلاقا عند النقطة 0.4 = د 


l1 0.504 ۱ 0.618 ۱ 0.619‏ 04 1 ام ا 

fi) ' 0u! | وس نل‎ ۱ 0.001 ! 0.0001 
fi) |) ~1508 | 1I8 45 

۱ | ال0 مه |0 ۱ 


وبطريقة نیوتن ذات الرتبة الثانية | معادلة (1.2.10) ] نحصل على 


۳۰ 























rs: 

۱ 0.619 | باه 0.4 ۱ 5 

۱ ۱ 

fir) 0 202 0.006 0. O00! ۱ 
ات لاك‎ 8 ~52 
RI 0. T16 0.924 1 
1h 1 Ob ۱۱۱ ۱ 

/ ۱. 0.005 ۱ 

۱ 





هناك طريقة اخری تعين بها الجذ ور الحقيقية للمعادلات التسامية . والتي لاتلتم في 
جمیع الحالات . وهی ان نفك الد وال التى تظهر بالمعادلة بالسلسلات الاسية ( عند ما يكون 
ذلك مکنا ) ثم نحل العادلات الجبرية التي تنتج من‌قطع التسلسلات بعد حدین اوتلاث 
أو ... , من الحدود .ان مفكوك الطرف الایمن للمعادلة (:) مثلا بعطي 
5-7 1 ك 0 + 1 4 + + ۱( = و ساس د وار 
ابي 1 1 
ا iT TFT‏ +4 2 ]| = 


وتكون العادلات الجبرية التتالية مع جذورها الصغرى هي 


05 = ر 0 = 2۳ - 1 
tı = 0‏ 0 = 2+ وت 3 
3 = ر 0 = 6 4 12 — Bi‏ + 


r = 0.018.‏ 0= يه ديه — "12 ل ثيه تر 
وقد تصبح هذه الطريقة ذات ميزة عندما يكون تعيين بضعة الجذ ورالاولى لمعادلة متسامية 
ضروريا. 
لايجاد الجذور المركبة للمعادلة التسامية 0 = (2)/ نعوض عن المجهول بالمقدار 
0 + » > وندع كلا من جزئي (7)2 الحقيقي والخيالي مساوبا الصفر. ان هذا يقود الى 
حل معادلتين انيتين غير خطيتين والذي يمكن انجازه بطريقة البند ( 17 . 


مثلا . نحصل على الجذور المركبة للمعادلة (8) بتغيير 2 الى 2 


fe) = e“ — شع داوق‎ — 3) + iy) = e*(cos رز‎ + i sin 0 
ع 31 = وس‎ 0 


۳۱ 














ثم حل العادلتین غير الخطيتين التاليتين 
3y = 0. 49‏ ع sin J‏ عم 0 = 31 — J‏ ومن تع 
7 حل العادلات الخطية الآنية بالمحددات 
ان حل منظومات المعادلات الآنية الخطية يعتبرمن بين أهم قضايا الرياضيات العددية 
واکنرها شيوعا . وقد تم عرض عدد كبير من الطرق لانجاز هذه المهمة .كما ان عددا من 
الحاسبات الخاصة من النوع الرقمي [ ( هانونة ) اوالممائل( عدو ماهصه ) | 


متوفر حاليا لحل مثل هذه العادلات. 
ان الجذور («,. . . ,1,2 = ) رت العائدة لمنظومة العادلات 


F Cinn = 1‏ ... عل F aut;‏ ... حك ete‏ 4 هیر 
Qanln = Cs (1.7.1)‏ + ... عل Quy‏ + رد a‏ 
Annan = Cn‏ 1 ... ۵ 4 ... حك یمه anit F‏ 
D; 1‏ 
تعطى اصوليا بنسبة المحددين (1.7.2) لك - ره 
حيث ان 
Qin‏ 01 012 011 
)1.7.3( م02 02 و01 0291 ع 
dn n2 @ni i‏ 
هو محد د العاملات و 
Qin‏ 01 فده lan‏ 
Mon}, (1.7.4)‏ ... 6۵۵ ... 99 021 ت 
Cn nn‏ عم dnl‏ 


ان طريقة التكثيف المرتكزى [ طريقة جيو نا ] . هي من اكفأ الطرق لتقييم 
الحد دات الرقمية ( او الحرفية) طبقا للنهج التالي والذي يحسب كل عنصر بمحدد من 
المرتبة الثانية . 


۳۳ 

































































011 039 011 ۰ ۰ 8 011 2 
9و 1و6‎ 021 03 021 don 
نز‎ 1 011 12 011 015 011 @in (1.7.5( 
01 0312 @32 d31 ۰ 8 da31 2 
011 ۰.9 011 ۰ 013 011 01 
01 69 dnl din3 01 dan 
مثلا‎ 
2 1 2 1 1 0 3 
J 1۸ 1-2 1 
= یسح‎ 0 -2 0 
2 1 1 1 24-2 3 0 3 
12l 2 
1 1 ~2 0 1 1 
2 0 هو‎ 





ان الحل بواسطة الحد دات یصبح شاقا عندما تکون («) اکبرمن 4 او 5 ولذ لك فقد 
ابتکرت عدة طرق اخری للحصول على نفس النتائج بكفاءة اكبر من طريقة 
الحل بالحد دات . 


ان الطرق الا عة التالية قد كيفت لاستخد ام الحاسبات او السا طرالحاسبة ولها الخواص 
التالية :- 


1- نهج كاوس ( وي۵ ) هو اسلوب عام لحذف المجهول بصورة نظامية ومكيف 
لااستخد ام المسطرة وسهل التذ کر . 

2- نهج كولسكي ( 6ء0۸1 ) هواسلوب عام لحذف الجاهیل بصورة نظامية حسن 
التكييف للحاسبات الآلية . 


3- طريقة كاوس - سایدل للمعاودة ( 0056-50086 ) وهو نهج سريب التعاقب 
ينطبق على انماط محددة من العادلات وحسن التکییف للحاسبات الآلية . 

4- طريقة الارخاء ( ومطئهم م‌نیم‌ممم2 ) وهي تتبع التقریب التعاقب وقابلة 
التطبيق على انواع متعد دة من العادلات ومكيفة لاستخد ام السا طر الحاسبة . 
ان كل هذه الطرق ستوضح بامثلة في البند التالي 


م /۳/ الطرق العد دية في الهندسة pw‏ 


Gauss’s Scheme .نهج کاوس‎ 


آن نهج كاوس للحذ ف مطبق في الجد ود ( 1.5 ) على اللموذ ج التالي 


Eqs. 21 279 و‎ 24 4 

10 2~ 4 2 2 1 
2 رس سس ها 
E)‏ کر | 2 كر 1 | 1۲ 

111 3 1 3 1 18 

IV 1 3 4 2 27 























والذ ي تقرأ العاد له (5) : مغلا بالشكا التالى 
*.10 = 274 کے و42 سل و22 385 221 


الجد ول 1.5 هو جد ول ذاتي التفسير من كل الوجوه . عدا الارقام 7 والعمود 8, 
الارقام ” هي نسب العاملات وتستخرج كما يلي . ان :7 هو نسبة معامل :1:2 الحاط 
بالد ائرة في السطرالثاني الى معامل :ت ,2 المحاط بالمربع في السطرالاول بينما ٠١‏ هونسية 
معامل .3,2 المحاط بالدائرة في السطر الخامس الى معامل ,2:2 فى السطر الاول 
وان :۲ هونسبة معامل :2:2- الطوق بالد اثرة في السطر السابع 0 ۳ 
الحاط بمریع في السطر الرابع وهكذا . 


العمود 5 يستعمل للتحقيق وهویمثل مجموغ جمیع العاملات مع الحد الثابت في کل 
سطرویعامل كأي رقم اخرفي نفس السطر. ان الرقم و, في سطرما المقتنى بالعمليات المؤشرة 
في عمود الشرح . يجب ان يطابق مجموع الحدود في ذلك السطر . ان استعمال عمود 
اتحقیق 5 يصبح ضروريا جد | متى مازاد عد د المجاهيل على الاربعة . الجذ ور نحصل عليها 
من المعاد لات الواقعة في السطور التي تسلسلهاد» أي (1,4,9,16) والتي تحتوي على 1 ,2 .5 ,4 
من المجاهيل على التوالي وبالتعويض التراجعي ابتد اء من آخر معاد لة تكون الاد لات والجذ ور 


ر عادة يوضع النايت 29 عل بمين المعاد لة. 


۳ 




















4 ع ديع 0 = 574 :16 Row‏ 


Row 9: —- و33‎ + 624 = 15 2 = 3 
Row 4: ور 12 = 24 + و0 + و22‎ = 2 
Row 1: 2x + 2x: + و4‎ - 24 = 10 2 = 1 


ان استخد ام نهج كاوس في حل عده منظومات من العادلات لها نفس معاملات 
الجاهیل ولکنها تختلف بقیم الحد ود الثابتة لها ۰ (6): بتطلب حساب العمودین (8(۰)6) 
فقط لكل مجموعة حیث ان الاعمدة الاخری جمیعها لانتغیر . انه من المکن استخد ام 
هذه الخاصية الهمة في نهج كاوس لحساب ارقام اضافبة في الجذ ور بجهد اضافي طفیف. 
ولهذا الغرض بحسب الطرف الایسر رء) للمعادلات بالجذ ور القتناة ۰ ثم يحسب الفرق 
(6) بين الثابتين (6) زم) . وباستعمال هذه الفروق (») کثوابت تحسب فیم جديدة 
للمجاهیل 'د والسي باضافتها الى القيم السابقة تعطي قبما محسنة"ه + ه لجد ور 
النظومة الاصلة : 


امین تست 


. يمكن انجاز هذه العملیات بالطريقة المببنة في القسم الاسفل من جدول ل م 


o 





Table 5 
Gauss’s Scheme 















I es IE E EE 0 
IK ]0( ۵۳۵ 533 51 الاح ات‎ 
كا الك مهكد ده‎ 


© + © | 6 | 
و 






7 ۳ 
كر 4 
78 كر 
5 7 04 
08 ۳ 


هم 
منز 


)111( 


(1) × وب 







4 
7 
2 
مر ى سر سر 


= 1 (5) + )6( 


4 2 (4 


o 


(9) (7) + (8) 


10 = 2 (IV) 


سل | 9۵ 


2 


(1) × پم- 


2 


12 (10) + (11) 


= 2/2 


7, × (4 


سر | بر | ينع 


- 53 
ال 
> 


7 
م 
7 


14 (12) + )13( 


دپ 


4 = 2/-3 


2 
ال اس 
]| عست 
هه هام ملس 
تست نا نك سا 
سس اس امس د 


2 
2 
7 
7 
7 

7 
ا 


r < )9( 





7 
4 
۸ 
مر 
5 
0-5 


(14) + (15) 







جدول ره نهج كاوس 


۳۹ 


مثلا تصور اننا استخرجنا جذور منظومة المعادلات (8) لرقمين ذي دلالة وكانت 


1g = 1.3, ودر‎ = 1.50, 21 = 1.60 


1 | 1 | 2 | 1 |_0 (a) 
11 | 2 | 1 | 1 | 6-1 


111 1 1 2 5.18 








فاننا بحسب 
0 - (1.30 + 2۰1.50 + 1.60( - 6.00 = ره 
١1.60 + 1.50 + 1.30( = 1‏ 9) - 6.11 يع 
e4 = 5.73 - )1.60 + 1.50 + 2۰ 1.30( = 83‏ 


| 


بعد ذلك نحل المنظومة التي تد عي بمعاد لات الاخطاء 


/ , 


Eqs. | 2 ۱ و2‎ ۱ 2 6 
1 1 2 ۱ 1 0.10 
II 2 1 1 0.11 
11 1 1 2 | 8 

1 ۱ 





فنحصل على 0.05 = ,0.04 = وه ,0.03- = 2 فالجذ ور الحسنة هی 


1 


58 = 0.05 + 1.60 = 2 
4 = 0.04 + 1.50 = و2 


7 = 0.03 - 1.30 = و2 


1.9 المصفوفات Matrices‏ 
صفيفة 07751 مستطيلة من الارقام ذ ات ”من الاسطروهمن الاعمدة تد عى مصفوفة 72 
في د وعادة يرمز لها بحرف كير فالصفيفة 


38 1 2 
= م 
3 ا 


۳۷ 



































هي مصفوفة 2 × 3-العنصرالواقع في السطر: والعمود ز يرمزله بشكل ررم المصفوفة >" 
تد عى بمصفوفة مربعة والعنصر ::ه يكون القطر الرئيسي لصفوفة مربعة . ان محد دة عناصر 
مصفوفة مربعة 4 تد عى محد دة الصفوفة4 ويشار لها بالرمز 4| الصفوفة الربعة التي تکون 
جمیع عناصرها الواقعة أسفل قطرها الرتيسي اصفارا تدعی المصفوفة المثلثية العلیا بينما 
الصفوفة التي تکون جمیع عناصرها الواقعة فوق قطرها الرئيسي اصفارا وتدعى الصفوفة 
المنلنية السفلى ويشار لها الال المربعة التي جميع عناصرها الواقعة على فطرها 
الرئیسی هی واحد. ‏ بينما عناصرها الواقعة اسفل قطرها اصفارا تد عى بوحدة المصفوفات 
لمثلنية العليا ویشار لها بالحرف 7 . الصفوفة»" في1 تدعى عمودا . الصفوفة التي جميع 
عناصرها اصفارا تدعى صفر المصفوفات . المصفوفة المربعة التي عناصرها واحد على قطرها 
الرئيسي بينما بقية عناصرها الاخرى اصفارا تدعى بوحدة المصفوفات ويشار لها بالحرف1. 
تتساوى المصفوفتان4., 8 في حالة وفي حالة فقط کون أي عنصر في الاولى 00 
ربط من الثانية والمصفوفة € تسمى مجموع(:50/7) المصفوفتين4 ,8 اذا كان بن + زبه = ن 
المصفوفة €( »۳0 )حاصل ضرب 48 (نتيجة ضرب 8 المسبق ب4)اذا كان 


(1.9.1) و01 رم = Cj‏ 
1= 


حيث ”عد د اعمدة 4 وهي عد د سطور8 .ان حاصل الضرب 48 نحصل عليه 
السطور في الاعمدة وعلى العموم يختلف عن حاصل الضرب 84 (اذاكان له وجود ).ان 
حاصل الضرب 48 له وجود في حالة کون عد د اعمدة4 مساو لعدد السطور 8 فقط فمثلاً 


48 يساوي 


_[2 12 1 1 

1 2 ب ]| = 4B‏ 
ا (1۰9 + 2۰1) ات 
(1 3۰ 01.14 )1°1+3°2( 1۰2+3۰1( 


[5 4 7 _ 
-] 4 3-0 


۳۸ 


محددة حاصل ضرب مصفوفتين مربعتين هو حاصل ضرب محد د تي المصفوفتين مثلا 


.|7 4[_ ۳ .|3 1 |1 12 
[1 5]- مده ا 4|-ه د 7|-ه 


,5- - 8 ;3= |4] 
وان محد دة » تساوي 


3< ات 


*.15- = (5-)(3) = 8 4۱| = 6 
بتذكر قاعدة ضرب المصفوفات تستطيع ان ترى ان منظومة ثلاثة معاد لات آنية : 
Cy.‏ = ورنوم ملك F.Q@19ts‏ 611221 


و6 = وتدووم + Qat:‏ حل ast‏ 


as1 حك‎ Qata حل‎ d34 = و6‎ 


dı1 12 38 21 01 
091 d22 d23 و6 | = | و‎ 
031 :5ه‎ da1 (73| C3 


AX = C. 
× = )2 المصفوفة [ر.ه] = 4 تسمى بمصفوفة المنظومة . والعمود‎ 
. والعمود [.ء] = » هما عمودي المجاهيل والثوابت على التوالي‎ 


أو بالشكل المبسط التالي 


ان الخطوة الاساسية في اية طريقة لحل المعاد لات الآنية بطريقة الحذ ف تتضمن اختزال 
المنظومة وتحويلها الى الوحدة المثلثية العليا . 
t12 f13‏ 1 
tos‏ 1 0 
1 0 0 


221 kı 
وه‎ | = | Ko bs 
9 و‎ 


TX - 16 





رب انظر Aitken‏ اواي‌کتاب اخرفي الجبرالعاي للالمام بصورة كافيقفي جبرا لصفوفات 





۳۹ 


, حمث ان ١‏ لمنظومة 
xı + tats + t43 = ky‏ 
ka‏ = وتندووخ + وج 


ks‏ = ود 
من الممكن حلها بالتعويض الرجعي ( من الاخيرة الى الاولى ). 
1.10 نهج كو لسكئ Cholesky’s Scheme‏ 
ان طريقة كولسكي تصبح ملائمة عند استعمال الصفوفة حبث ان أساسها هو تعیین 


مصفوفة مساعدة .2 من نوع الصفوفات الثلثية السفلى قادرة على تحویل النظومة الاصلية 
0 - € - ×4 الى وحدة الصفوفات الثلثية 0 = »× - 1 


لهذا الغرض نفرض ان منظومة العادلات المراد حلها قد اختزلت الى صيغة وحدة 
الصفوفات الثلثية 0 = × - ×7 وان ضربها بالصفوفة الثلثية السفلی 7 سيعيد ها الى 
صيغتها الاصلية 
L(TX - K) = AX - 6 <‏ 
وهذ ا يتضمن معاد لتين باتصفوفات 
© - 6 4۱ - 11 
ان قاعدة ضرب الصفوفات تمکننا من تعبین 1 ,7 ,× بطريقة سهلة ۲۳۱ . 
في الواقع عند كتابة هذه العادلات بشکل صریح واضافة العمود © الى 4 والعمود 8 الى 1 
للاقتصاد » تصبح هذه المعادلات ننظومة ذات ثلاث معادلات 
[ZL] 11[ [KJ‏ ]€[ [4] . 
C1 lı 0 0 1 fe ta kr‏ 013 018 011 
راو Û, 0 0 1 ts‏ وا | = و6 ووه dı‏ ريه 
la 2110 0 1 ks‏ دا C3‏ 099 032 031 
(» م ) استخدم كولسكي هذه الطريقة في فرنسا قبل عام 1415 فیما يخص النظم التمائلة كما طرحت بصيغة الصفوفة 


في بولندا من قبل باناجیفکس عام ۸ . واعيد اكتشافها وتكييفها للحسابات الممكنة في الولابات المتحدة. من 

قبل کراوت عام ۱۹۶۱ .ودرست‌مرة اخری في انکاترا من قبل تورنغ عام ۱۹٤۸‏ وترورمول في المانيا عام 1444. 

() الطريقة استخدمت للحصول على ,7 ,ع تين ان كلا من هذه المصفوفات الثلائة هي وحيدة القیمة" حالما نعرف 
4 
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ومن هذه يمكن الحصول على معاد لات عناصر کل من ,1 :1:۰7 
X1 + ls X 0 + la X 0 = 7 (a)‏ را > tı‏ 


أني أن العمود الاول من .1مطابق للعمود الاول من ۸ 
lt = aunty, (b)‏ = روا 0 + يوا au = hf F 0 X‏ 

ن سل من 7 يساوي السطر الاول من 4 عقسوما على 011 
X1 ls = aos — lasts‏ وول + ورثروا = ووم 
los‏ ر(مطوا — (das‏ = وخ .. Jarl + lates‏ = 
E‏ وه وا as lala E ESL‏ 
E ERD‏ نص وو Es A‏ 


a 
5 
ا‎ 
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x 
9 
۱ 


وهکذا.ان عناصر 7و7 و تستخرج على التعاقب بهذا الاسلوب بدلالة العناصر 
السابقة لها متدرجين بصورة افقية من درا . 
المعادلات العامة لانجاز الحساب هي. 


: و سا‎ 6 ۱ ١ ۱ 
lj = ay — لا‎ let; ضع ها‎ 00 (1.10.1) 
هس‎ 
1 1-1 0410 ۰ 
نا‎ = = [ag ~~ D lte]; ° jm ۰ )1.10.2( 
li r=] 011 


للاحتصار وضع 6 = بوه و ا ح یبویا كما ان (1 + م) تشیر الى العمود 
الاخير في الصفوفتین الوسعتین ( augmented matrices‏ ) ) + 4 و K‏ ل 7 بظهر 
لا من المعادلتين ( 1.10.1 ) و( 1.10.2 ) انه اذا كان المصفوفة 4 متمائلة ( بره = ررم ) 
فان ۱ 

)1.10.3( و( 114 bı Xl; (ij = 1,2,...m‏ = با 


وعليه فان عناصر .5 الواقعة اسفل القطر الرئيسي تقتنى كخطوة وسطية عند حساب العناصر 


يمكن انجاز العمليات في العادلتین ( 1.10.1 ) و( 1.10.2 ) باستتخدام الآلة الحاسبة 
دون كتابة اي خطوات وسطية .اي ان کل علصرمن با و 40 يقتنى في عملية 
واحدة وهذا مایجعل طريقة ة كولسكي من أبسط واسرع الطرق المعروفة من طرق الحذف 
اذا ماحسبنا عملیات الضرب والقسمة وتسجیل لارقام فقط . فان طريقة كاوس للحذف 


۱ 


مطبقة على منظومة 7 من المعادلات تتطلب ( عدد من رتبة *7 ) + 473 من العمليات 
بينما تتطلب طرنقة نقة كولسكى ( عدد من رتبة ۰ ) + 2 من العمليات وكمثال ذلك عندما 
0 = ۸ فان طريقة کاواس تحتاح الى 433 = 107 + (:/*۱0)عملية مقاونة بطريقة کولسکی 
اتی تحتاج ای 10 + 10-102| عملية فقط . ١‏ 


ان الوقت الستغرق في حل منظومة تتألف من « من العادلات بطربطة كولسكي على 
حاسبة منضد ية هو من مرتبة “0.001 ساعة وعلیه یمکن حل منظومة عشر معاد لات بسهولة 
في عشر ساعات تقریبا. 


ان عدد الارقام الضائعة فى الحسابات بختلف من منظومة الى اخری غير انه . احصائیا 
کون من رتبة ,20.3 وعلیه يجب حمل ثلاثة ارقام اضافية ذات دلالة . في منظومة العشر 
تعادلات . اكثر مما يتطلبه الجذر. 


في الجدول 1.6 حلت منظومة العادلات ( 1.8.١‏ ) بطريقة كولسكي كالتالي اكتب 
عمود .1 الاول الذي بساوي العمود الاول فى المصفوفة [2,1,3,1] 4, والسطر الاول فى 
المصفوفة الوسعة 16 + 7 و والذي يساوي السطر الاول في المصفوفة الموسعة € + 4, مقسوما 
على 2 = ,رهولذا بساوى | 1,5-,1,1,2] بعد ذلك احسب دي وذلك بان يساوئ دوه 


الى حاصل ضرب السطر في العمود للسطر الثاني في ,1 بالعمود الثاني في 7 


3 < 1١1+ یو‎ ۰-1 + 0۰040۰0 ۰ =9 


۳ ۱ rT 
اعاعاما | | | افل اس هه‎ 


۲۱۳۱۵ ۲۱۳۱ 
7 ۳ EE E US DII DI 
مان سا‎ pa 

3 ۳ ۱ ERED DI 




















جدول ( ۱-۹) 


۲ 














او انك تستطيع ان تجدها مباشرة باستعمال المعادلة ( 1.10.1 ) .بعد ذلك احسب 
بوا » العنصر الاول المجهول في السطر الثاني من المصفوفة 1 بمساواة :ده الى حاصل 
سرب السطر الثانى من 1 بالعمود الثالث من 7 


0 = ووا ۰" 0 + 0۰1 ل وو ۰ 2 + 1۰2 < 2 = ووه 
و مباشرة باستخدام العادلة ( 1.10.2 ) . احسب .. بنفس الطربقة 
,1 = يوق ما0۰ بو ) + يوخ 20 + (1-) 1۰ = 1 = موه 


ts = ko = 6.‏ الث ويخ :0 دوخ 0١‏ + یو 9۰ + 1۰5 = 17 = وه = ووه 
بنفس الاسلوب تحسب عناصر 1 وعناصر 7 الاخرى . ان اعمدة التحقيق 5 يمكن 
اضافتها الى المصفوفتين الموسعتين € + ۴4 + 7 كما يمكن اضافة اسطر تحقيق ٩"‏ فى 


المصفوفتين ۸ و 7.تعامل هذه الاعمدة ( والاسطر) كنظائرها في المصفوفات وبتحتم 
تطابقها مع مجموع العناصر في نفس العمود ( اوالسطر) . 


يمكن وضع حقول اضافية © و عند حل مجموعة من المعادلات لها نفس معاملات 
المصفوفة ولكنها تختلف في اعمدة الثوابت. 


عند هضم طريقة الحل يمكن وضع المصفوفتين 1 و7 بمصفوفة مربعة واحدة وذلك 
ن عناصر القطر الرئيسي للمصفوفة 7 كل منها واحد وهذه تعطي نهج 1.7 المركز. 


یمکن الحصول على قيم := من النظام الثلثي»/ = ×1 وباستخد ام التعویض الرجعي 
فيه ( من الاخير الى الاول ) كالاتي 


4۳ 


Table 7 
Cholesky°s Condensed Scheme 


/ 
0 2 | 


۱ 














جدول (۱-۷)_ نھ کولسک الرکز 


Row 4 ينزد‎ = 4 

و وه مد مع = 2:4 ~~ وين 3 Row‏ 
2 و و 6 = يم + 0z;‏ + و2 2 Row‏ 
1ع ویر بت و يج سس 2 + وین Row 1 z+‏ 


Table 8 
Cholesky’s Scheme for Symmetrical Matrices 






































جدول ره ) نهح کولسکی للمصفوفات المائلة 


٤ 








)1( l=] gd = 1د‎ 

:2 = 1 /يوا = 1-/2- = (1-)/(2.02 - 2) = ووا )2 
بقاع 1 را = ([-)/(4 ts = (5 - 2١‏ )3( 

(3) ts = (10 - 2۰8)/(—1) = 6: 


,2~ = روا (4) 
;— = ور )0( 
ll =3 - 1.9 (۲ ۵۰ = =1;‏ )5( 


,1 = 1 را (1-)/(ة .2 + 4-4 - (O‏ = با (O‏ 
,2= )1-(/ 2۰6+ 4۰8 - 18( = وا 60( 


r = 83 2-1 =1; = 4 2.1 101 =1‏ ;1= و2 


يوضح الجدول 1.8 حل منظومة ثلاثة معادلات متمائلة مبسطة باستعمال العادلة 
(1.10.3) 
1 معكوسة المصفوفة ۱۸۰7 The Inverse of‏ 
المصفوفة الربعة من رتبة 7 التي قطرها الرئيسي واحد وباقي عناصرها اصفار تدعی 
مصفوفة الطابقة ویرمز لها بالحرف 1 


0 0 1 
(1.11.1) 0 1 0ج 7 

۱ 1 0 0 
يقال ان الصفوفة ۸4-۰ هی معكوسة الصفوفة 4 اذا تحقق 
(1.11.2) 7 هر 4-1 = AA‏ 


نرمز لعناصر 4-1 ب زنط .من المعادلة ( 1.11.2 ) يظهر لنا ان :0 . هی جذور ل 7 من 
النظومات الحاوية على # من المعادلات التى معاملاتها هي ره وحدودها الثابتة » تساوي 


1,0,0,0,...; 0,1,0,0,...; 0 )1.11.3( 


لنظومة ثلاثة معادلات . متلا تصبح المعادلة (1.11.2) 


an @ı أنه‎ [Du ورن‎ bı 1 0 
روه‎ ds Qas | | b21 bss وونا‎ | = |0 0 
d31 032 Q33 بو‎ D32 ووه‎ 0 1 


© با © 
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وهذه تعطي ثلاثةيمنظومات تتألف كل منها من ثلاث معادلات هي 
arabs = 1,‏ 1 روووره + ررفرره 
,0 = رassbs‏ + روطووه + ررطريه 


;0 = روطووه + روطووه + a3ıbıı‏ 


,0 = ووطوره + ووطوره + ورورره 
,1 = وووووه + ووطووه + ورطروه 
;0 = ووطيوم + ووطووه + يرطروه 


= ووطوره + ووطويه + dı1b13‏ 
= وووووه ‏ ووطووه + رطروه 
۰ = ووطووه + ووطووه حل و61 1و0 


مجموعات الثوابت التى على نمط المعادلة ( 1.11.3 ). 


ان النهج التالي بوضح ليا طريقة الحذ ف في عكس مصفوفة 3 في 3 . السطور التسعة 
الاولى في النهج تختزل المصفوفة 4. الى مصفوفة مثلثية ۰ وتحذف السطور الثلاثة الباقية 
المجهولين و»#روه من العادلات (4) , (7) , (9) حتى نحصل في المعاد لات : 
,(12) , (11) , (9) على القيم ‏ روط ,روث برهم على التوالي . لاحظ ان الحل 
ايتدأ بوحدة المصفوفات ربا وانتهى بوحدة المصفوفات زبه 











(4 147 

١ 01 رو‎ dsj , زور زد‎ D3; Expl. 

1l 2| 1 1 1 0 0 

21| 8 1 0 1 0 

3l 1 | 1 4 0 0 1 

4l 1 | 1/2 | 1/2 1/2 0 0 )1/2()1( 

©) - (2) 0 1 8ب ۵ | 5/2 | 0 |5 

(4) - )3( 1 0 9ب ۵ | 1/2 | 0 6۱ 

7 0۰ ۱ 1 5 -/5 2/5 0 | )2/5()5( 

8 0 ۱ 0 | 17/5 | 53/ه-‎ | 1/5 1 —(1/2)(7) + (6) | j | 

90| 0 1 ~2/17 7 5/17 || (5/17)8( 3 
10| 1 | 1/2 0 19/34 1/34 | -5/34 | -)1/2)9( + )© 
11/01١ 1 0 -7 7/17 | -1/17 | = (1/59) + © و‎ 
12 1| ۵ 0 11/17 -3/17 | -2/17 | -)1/2)11( + 001 












































2 مر .بل 

17 To Fi 

1 3 1- 
14 17 17 4 
5 ا هد ٠‏ قات 

: 17 17 17 


أن معرفة 4٠‏ فسرورية حیثما وجب حل منظومة تتكون من ” من الحاد لات لجموعة 
من الثوابت ( 72 > 7 ) ححيث الجذ ور ده الناظرة لمجموعة التوابت :© معطاة کالتالی 


Chin. (1.11.4)‏ + ... عل ورطيع عل cib‏ = ره 
وعليه يكون الجذر :2 للمنظومة 


3 
دیا 4 ۱ ;€ AX=‏ 
6 و 


حيث 4. هی المصفوفة الم . استعملت ف . المثال السابق . 


1- = هجوب 2 (پلیت)6 ¬ (قی) 2 ( )38 = د 


2 طريقة العاودة لکاوس - سایدل 


{he Gauss-Seidel Iteration Method 


تسمى منظومة العادلات الخطية بالقطرية اذا كان معامل مجهول مختلف في کل 
معاد لة اكبر بالقيمة المطلقة من مجموع القيم المطلقة للمعاملات الاخرى . بقع المعامل 
الكبيرة عادة على القطر 'لرئيسي اي :260 . ان معظم المنظومات الناتجة من المسائل 
الفيزيائية تكون من النوع القطري . 


ان للمنظومات القطرية خاصية اساسية وهي قابليتها للحل بطرق التقريب المتعاقب حيث 
تتميز طريقة المعاودة لكاوس - سایدل عن بقية هذه الطرق ببساطتها . 


عند تطبيق طريقة كاوس - سايدل تحل كل معاد لة للمجهول ذي العامل الاكبر 
فيها 
bg + ... + Ditna + ۷‏ + لیر = ۲ 
ks‏ + يرون + ... + وصيوط عل bot‏ = ول 
)1.12.1( 


An = Dayz F Dnets ویو 4# ... حل‎ F Ra 


4۷ 








ثم يعوض بالطرف الايمن للمعادلة( 1.12.1 ) اية قيمة مبدئية ( تخمينية ) ",م 
للمجاهيل وبذ لك تقتنى قيم جديدة "4 فى الطرف الايسر. 


ثم تعوض القيم الجديدة "7 بالطرف الايمن في المعاد لات وتقتنی قيم اخرى 
محستة ابر ويتوالى هذا النمط الى ان تتساوى سرج مع + للد رجة المطلوية من 
الد قة فتكون 2۳ عندئذ هی جذر النظومة . 


ان کل تقريب لجذر يحصل عليه بطريقة كاوس بعملية منفردة بالالة الحاسبة ولا تؤثر 
الاحطاء على اتمام الحل. حيث انها تعاد ل مجموعة جد يدة من القيم الابتدائية. لان الطريقة 
أن كانت ملتمة (00ممعمع::دم) تلتم مهما كانت قيم الابتداء . اذا اخذنا التفريب الاخیر , 
للمجهول وعوضناه في الطرف الايمن من المعادلة ( 1.12.1 ) كما اقترح سايدل . فان 
سرعة التقارب تزداد بصورة كبيرة . ان اي حد س من شانه تعجيل الالتمام مسموح به في اي 
مرحلة من العملية . 
خذ المنظومة التالية كمثال في تطبيق طريقة كاوس - سايد ل للمعاودة . 





(a) 





1 


1 ۱ 
ا 
والتى عندما تكون جاهزة للمعاودة بالصيغة (1.12.1) تصبح 
O.lits;‏ ج د 0.1 e‏ 1.3 = ]4 
O.lrs;‏ ت 0.2.1 — ژر[ = و2 
0 0.2 - 1.4 = وق 


انطلاقا بالقيم 0 بے دوم فاد المعادلة الاولى تعطي 2 = » واخد 
2 = رت ,۵ = ند تعطی المعاد لة الثانية ۱.۵۵ - 02۰1.2 - 1.4 = یه وبأخذ 
2 = :ت ,1.06 = :ته تعطى المعاد لة اثاله 


| 


095 = ۰1.06 0۵ - 0.2۰012 - 1.40 = وه 


1۸ 


عند الرجوع الى العادلة الاولى بالقيم 1.06 = ده ,0.95 = ونه نحصل على 
9 = ونه وبمعاودة العملية نحصل على النتائج الموجودة في الجدول 1.9 


جدول ( ۱-4 ) 











عند ما يكون انجازالعمليات با مسطرة الحاسبة يفضل ان ترتب كما في الجدول ( 1.10) 
حيث کتبت المعاد لة ره ) بصورة عمودية . من الواضح ان العمليات المشمولة بالمعاودة قابلة 
للتمثيل بصيغة مصفوفة . ان حل المعاودة بطريقة كاوس ۰ مثلا ينص على 


aD = kı لح‎ bın هم‎ Dz مک ا سد‎ Dnt? 
a > ks حب‎ ber مت‎ baa كد پا د‎ Dana? 
د قافن( بت(‎ be ...س‎ bn 


م / 4/ الطرق العددية في الهندسة 5 














او بصيغة المصفوفة ۰ على 


XG = 1 + 0 


0 سم ا 18س ور‎ b1, 
B= و سس 5 ووه 0 وس‎ 
ور - ویر سب‎ ۰ ~4 nt] 0 


3 حل المعاد لات الخطية بطريقة الارخاء ' 
Solution of Linear Equations by Relaxation‏ 
تشتمل هذه الطريقة في حل العادلات الخطية على عمليات تقريبية متعاقبة حيث 
يتمكن الحاسب من استخدام مهارته وبديهته الرياضية بطرق متنوعة غير محد ودة لتعجيل 
التمام النهج نح والجواب الصحيح . وبعود اسم الارخاء وشيوعه الى جهود ساوشويل !806 
ومدرسته * خذ المعادلات التالية التي فيها القطر الرئيسي للمعاملات يساوي ( 1 ) 
الثوابت 7# فى الطرف الایسر من العادلات 
0 = رو + bgt,‏ + ... حك Dats‏ حل Date‏ لل ری مس 
boats +... + boyz, + ka = 0‏ عله ونه — bat‏ 
)1.13.1( 
J‏ كت Dnt + Dnata 33 1 4 oe ۳ n 4 kn‏ 
ارمز ب :۴ (البواقى ) لقيمة الطرف الایسرفی المعاد لة ( : ) لمجموعة مفترضة 
من قيم الانطلاق 
bz ۲... + baz? + kı = R,‏ ل میرن ~a‏ 


0م س (0) 
R,‏ ¬ و + هبو 4 ... عله Ta barf‏ رون 


(U) 
3 


)1.18.2( 


فل E‏ وی كلق ف اوه ودعو ع )ا بود عه 


bnı E bas” سب ا ليدم 3 وم سل‎ 27 4 ka مس‎ Rn. 


تتطلب طريقة الارخاء تغيير قیم الانطلاق ۰ منفردة او عدة قيم مرة واحدة : حتی‌تکون 
جميع ,م صغرة لدرجة من الممكن اهمالها . 


a 





انظر 804611 ۷۰ .۸ طريقة الارخاء في الفيزياء النظرية جامعة اكسفورد ١945‏ كذ لك طريقة الارخاء في العلوم 
الهندسية جامعة اكسفورد ولندن ١44٠‏ كذلك .انظر 41162 .4 06 N.‏ .5 طريقة الارخاء مكروهصل نيويورك 
۱404 


2۰ 





a لهذا الغرض؛ لاحظ مثلا انه لو تغیر احد الجاهیل 40 .۰ ولنقل‎ ١ 
. بمقد ارت فان :72 بتغیر بمقد ار ,۵ - ) بینما تتغيرالقيم الاخرى من ,۸ بمقد ار .یدقن‎ 
لكي نختزل قيمة :7 > وللقل ,۸ ۰ الى الصفر فاننا نغیر ”)= القد ار[ = ,3 وبهذه‎ 
العملية تتغيرقيم البواقي الااخرى وبتحتم اختزالها الى الصف واحد بواحد بتغيرات مناسبة :ندة‎ 
. ومن الملائم ان يختزل اكبر باقي بظهر عند أي خطوة ف في النهج‎ 

وتمارس هذه العملية للسهولة في صيغة جد ول بكتابة قيمة الابند اء لكل مجهول 2 
والتغييرات المتعاقبة فيه في عمود وكتابة البواقي في عمود اخر. ( يكون الى يمين عمود 
رد عادة) . ولذ لك فان لكل مجهول عمود ان في جد ول الارخاء . عند ما تتلاشی 
البواقي للد رجة الطلوبة من ر الد قة) بعطي مجموع «ر وجمیع التغییرات :تة قيمة 


المجهول وله . 
خحل على سبيل المثال النظام التالى 5 
e‏ 2 و2 21 Eqs.‏ 
I 10 -2 -2 6 (a)‏ 
II -1 10 -2 7‏ 
8 10 1- 1- 111 


التي تكون جاهزة للارخاء [ المعادلة (1.13.1) ] بالصيغة : - 


Eqs. Z1 و2‎ 23 k 

I -1 0.2 0.2 0.6 (b) 
11 01 5 0.2 0.7 

08 1ت 0.1 0.1 111 


باستعمال قیم الانطلاق ,0  -‏ = إت :- ”إن .تکون البواقي النا ظرة 
,0 = و :070 و ;0.60 = Rı‏ 
۰ ۳۹ ۳۷ ۱ 
تظهر قیم الانطلاق الاولية 4ه وابواقي في الاعمدة هت على التوالي في 
السطرالاول من جدول ( 1.11 ) . ان اعظم باق هو 0.80 ,ج وهوالذي يختزل اولا الى 


الصفر بتغییر 0.80 = وبدة وهذا بدوره يد خل تغييرا 0.16 = ۰0.80 0.2 = وتتقروم 
في ور 


1 


5ه 






































كما ید خل تغييرا 0.16 = ۰0.80 0.2 = قط في ,۲ 
وعندئذ تصبح البواقي الجديدة 6 = 0.16 + 0.60 = Rı‏ 
0.86 = 0.16 + 0.70 = :11 
Rs = 0.80 - 0.80 = 0.‏ 

يمحى الان اكبر باق 0.86 - ,7 بتغير 0.86 - ية والذ ي بد وره يد خل التغييرات 

911: ۹ وود‎ = 0.1۰0.86 = 0.09 
êRı = bısêza = 0.2 ° 0.86 = 0.17. 
1, = 0.76 + 0.17 = 0.93 


0 = و11 
R; = 0 + 0.09 = 0.09.‏ 


نعيد العملية على :70 الذي هواكبرالبواقي بتغيير 0.93 = رة والذي بد خل هوالاخر 
التغييرات 
9 = 0.1۰0.93 = يتدقروة = êR»‏ 
8R; = bsıêzı = 0.1۰0.93 = 0.09.‏ 


تكرر العملية الى ان يتم اختزال البواقي الى وحدة واحدة في اخررقم ذى دلالة 























2171 1 22 و‎ 28 Rs 
0 0.60 0 0.70 0 0.80 
0.16 0.16 0.80 - 0 
0.76 0.86 | 0.86 0 
0.17 —-0.86 0.09 
0.93 0.93 0 0.09 
- 8 0.09 0.09 
0 ¬ 0.09 0.18 0.18 
0.04 0.04 -0.18 
0.04 0.13 0.13 0 
0.03 -0.13 0.01 
0.07 0.07 0 0.01 
-0.07 0.01 0.01 
0 0.01 0.02 0.02 
0 0 -0.02 
0 0.01 0.01 0 
0 -.01 0 
1.00 0 1.00 0 1.00 0 ۱ 
۱۱2-۱ ( جدول‎ 


كه 

















وتكون قيمة 20 هي مجموع الارقام فى عمود ره 
;1.00 = 0.07 + 093 = ينه 
;1.00 = 0.01 + 0.13 + 0.86 = وه 
zs = 0.80 + 0.18 + 0.02 = 1.00.‏ 


يجب ان يتحقق الشخص من النتسائج التي بحصل عليها وذ لك بتعويضها بالمعاد لة 
الاصلية . من الناحية العملية تضاف التغييرات الى البواقي مباشرة د ون كتابتها وعند ئذ بتخذ 
النهج الشکل الضغوط ر الکبوس) للجد ول 112 حيث ضربت جميع الارقام في (100) 
للتخلص من الفارزة العظرية ۱ 





جدول ( ۱-۱۲ ) 


51 00 ان بین خواص متميزة أخرى لطريقة الار خاء سنحل النظومة التالبة (0) الجاهزة 
رخاء والتي تمثل مشكلة فيزياوية سنتعامل فيها بالفصل الرابع أانظرالصمبرةم 19رمايليها) ” 





ند ور العاملات «ة في التقريب الاول لرقم او رقمين لان الخطأ الناتج من الند وبر 
يمكن محيه دائما بارخاء البواقي الاکثر دقة الحسوبة من العاملات غير المد ورة . ولذ لك 


or 








الارخاء : 


(0) 





۰ = و :0.50 = 09 :0.25 = "إن 





جدول ( 0۱-۱۳ 


وان البراقی 00 هي : 
٠ 0.50 + 0.27 = 0.22;‏ 0.40 + 0.25 — 


Rı 


il 


Rs = 0.36۰ 0.25 - 0.50 + 0.36 ١0.75 + 0.48 = 0.34; 


Rs = 0.32 ۰0.50 - 0.75 + 1.07 = 0.48,‏ 
يعطي الجد ول 1.13 حل المنظومة بارخاء اكبر باق في كل خطوة. 
ان الجدول 1.14 يبين كيفية الحصول على رقمين اضافيين في ره بحساب البواقي المناظرة 
للقيم اعلاه من المعاملات الكاملة (غير المد ورة ) للمنظومة (0) ثم ارخائها بمعاملات (۵) 
الدورة : حيث يمحي اكبرباق في كل خطوة . ان كلا من البواقي والمجاهيل مضروبة في .نج 
لتلافي الفارزة العشرية . ١‏ 
9 




















)١-١54( جدول‎ 


طبقت طريقة الارخاء في الامثلة السابقة بصورة ميكانيكية بحيث ان الباقی الكبير يؤول 
دائمأ الى الصفر . غير ان الطريقة تصبح متميزة الفائدة فيما اذا لم تستعمل قاعدة كهذه في 
الحل .في الارخاء الكتلي ) block relaxation‏ ) مثالا ٠‏ تغير جميع (أو مجموعة من ) 
المتغيرات بنفس الكمية ۾ كلما كان ذلك ملائما . وبذ لك يتغير الباقي بالقد ار . 


B;, )1.13.3(‏ = ادم + 1—( = :]6 
موز 
بینما تکون التغییرات في الارخاء الزاهد ( م«0امماء٣ءdمں‏ )والارخاء المسفرط 
verre ١‏ )من الصغر آو الکبر بحيث تعطي بواق جديدة بنفس أوعكس اشارة 
البواقی السابقة على التوالی . 
يبين الجد ول 1.15 حل منظومة المعاملات ©) . حيث 
Bı = —1 + 0.40 = —0.60,‏ 
B» = 0.36 — 1.00 + 0.36 = -0.28,‏ 
Bı = 0.32 - 1-2 068,‏ 
لد قة ۱ ولا بواسطة تغيي ركتلي اولي مقد اره 0.۵0+ وارخاء مفرط متعاقب . واقتنى 
بعدئذ رقمان اضافيان في الجذ ور بالارخاء البسيط . 


ان السطرين الاخيرين یحتوبان على البواقي المحسوبة من المعاملات الكاملة للمعاملات 
(ه) وكذ لك القيم النهائية . 


26 














Roots to 0.01 per cent and check of 
residuals 

Simple relaxation 

Final values of roots 


 )۱-۱۵ ( جدول‎ 


ان من أکفا طرق استعمال الارخاء الكتلي هي اختزال الباقي الكلي . أي مجموع کل ,۸ 
الى صفر . مثلا في جدول 1.16 فان حل المعاملات في النظومة (0) يبدأ بتغيركتلى أولى 
يساوي سالب نسبة الباقي الكلي 7- = (45 + 18 + 4) - الى معامل الارخاء ع الکلی 
٠-6 - 7 - 8 = -1‏ آي 3 بم 21-/67- - بو وان البواقي :30 المناظرة لها هي . 

êRı = 3(—6) = -18( راو‎ = 3)-7( = 211 SR; = 3)-8( = -4 

ان لمجموعة البواقى الجديدة (21 

وان تكملة الحل يتم بارخاء الباقي الاكبر 


1 


kt, = —3, Rs‏ ,14- = ,) اشارات متناوية 


(e) 








كه 























0۱-۱٩ ( جدول‎ 


ان الهارق الکتسبة بحل عدد من النظومات وکذ لك قد را من التبصر (البد اهة ) بالمسألة 
سيوحيان عادة بالتغييرات التي تقود الى الجذ ور الصحيحة فى بضعة دورات . ومن الضروري 
اجتياز العملية باختیار قيم 82 المناسبة عوضا عن محاولة محي البواقي بالضبط . 


ان المبتد ین يميلون الى اختزال باق معين :22 الى ااصفر واختيار :827 التى تحقق هذه 
. النتيجة غير انه من الاكثر ملائمة ان يتم اختيار :۵2 بارقام مد ورة ثم حساب 8R;‏ المناظرة. 


4 مجاميع غير منتهية من العادلات 
Sets of Infinite Equations‏ 

عند حل العديد من المشاكل التقنية قد تحتاج الى تقييم جذ ور مجموعة غير منتهية من 
العاد للات الخطية . وهذ ه تنبع عادة من طرق التقريب المتعاقب وتقود الى جذ ور ره متناقصة 
القيمة المطلقة مع ازدياد ز . ولاد راك اتجاه قيم المجاهیل یمکن اتباع الطربقة الاولية التالية. 
خذ اول ٣‏ من معاد لات المنظومة وثلثها بالتعویض .ثم حل »على التعاقب . المعاد لة الاولی 
بالنسبة الى :ت ثم المعاد لة الاولى والثانية بالنسبة الى ره ,= ثم المعاد لة الاولى والثانية والثالثة 
الىت رون ,ود وهكذا مع تجاهل المجاهيل الاخرى . بهذا نحصل على« من التقريبات 
للمجهول :1:2 - م من التقريبات للمجهول:+ ,2 - + من التقریبات للمجهول ٨:‏ وهكذ |. 
ومن هذه القيم نستطيع ان نقيس تأثير المجاهيل الباقية على بضعة من الجاهیل الاولى. 
ان هذه الطريقة طبقت على المنظومة 


(8) ,(0 = وت) ...رق ,1,2 ع ري :10 = وبره - ;1(2 + ) + ودره 


۷ 


باخذ المعاد لات الستة الاولى فقط 


(1) 
2(2) + )7( 





54) + )8( 
18)4( + )9( 
85)5) + (10) 
6030 2 | 492(6) + (11) 








5 تواؤم المعاد لات 

Consistency! of Equations ۱ 

( هي المعاد لات التي روط حلها متوفرة أومكتملة ) 
بقال.ان المصفوفة 727 من رتبة م اذاكانت اكبر محد دة لاصفربة لصغير محدد 
(۸۳) يمكن الحصول عليها من المصفوفة من رتبة ‏ . فمثلا المصفوفة ور و 


1 0 2 
2 





| 


minors )‏ ) الستخلصة منه والتي من رتبة اثنين تساوي صفرا . لکن لیس جمیع 
عناصرها ( صغائرها من رتبة واحد) هي اصفار. 


9۸ 











سوك ندرج هنا النظرية الاساسية لتواؤم العادلات الخطية بدون اعطاء البرهان لها. 


المنظومة التي تتکون من ” من العادلات ب ”من المجاهيل يكون لها حل فى حالة وفى 
حالة فقط مااذا كانت المصفوفة 4 المشكلة من العاملات والمصفوفة المزيدة 
augmented mari: (‏ )8 (المتكونة من اضافة عمود الثوابت الى مصفوفة العاملات 
منرتبة واحدة ) مثلا النظومة التالية 


10 = 3273 + و2 + وت 


,4( 
0 = و62 ج و42 بل 221 


متوائمة لان كلا من 8,4 من رتبة واحد. 


+ بو 0 0 15 ۳۹ 10 
ان نفس النظومة مع عمود وابت 4 C=‏ 
غير متوائمة . لان الصفوف الزید 
10 3 2 |= 
15 6 4 2 
رتبتة (2) كما هومبين فى صغير المحدد ادناه 


۳ 10 
6 15 





= -15 0. 


عندما يكون اعد دالمجاهيل « اكبر من الرتبة + .فمن الممكن التعبير عن م من المجاهيل 
بدلالة المجاهيل” - « الباقية ٠‏ مثلا. 


و3 - و22 - 10 = 171 


تحقق كلا من المعادلتين في (9) بصورة متطابقة ومهما كانت قيمة 2۶ و20 وفى 
الواقع ان لهذه المنظومة مالانهاية مزدوجة من الحلول . بالثل ۰ المنظومة ٠‏ 


2۹ 


15 = 3 + رد 
Oy‏ 25 = وق + 2r,‏ 
اها المصقوفات! التالية 
10 2 1 او 1 
17 5م ۱ | - ] ;|3 1 اعد 4م 
25 75 23 °5 2 








التى تحقق العادلات الثلاثة كلها . وهو حل وحيد ١1210106‏ لان 2 = م = « 
6 )عاد لات المتجانسة Homogeneous Equations‏ 

ان المنظومة المتكونة من * من العادلات الخطية و" من المجاهيل والتي تكون فيها 
جميع الثوابت © اصفارا 0 متجانسة .لها حل دانما . حيث ان مصفوفتها 
الزيدة . بالضرورة من نفس رتبة مصفوفة معاملاتها. 
يدعى هذا الحل حل الصفر ( ۸٥اںامء‏ مجح ) اوالحل سيط (trivial solution)‏ 
وهو عبارة عن ;= كلها تساوي صفرا. 


یکون لهذه العادلات حل غير بسيط ) nontrivial‏ ).راي الحل الذ ي يختلف 
عن الصفر ) فى حالة وفي حالة فقط عندما تکون رتبة مصفوفة العاملات ۲ اصغر من« 


مثلا النظومة 
0 = وت + ویر2 + zı‏ 
(a)‏ 0 = رو ع ومع + رو 
Az + 318 = 0‏ 


لها مصفوف معاملات من رتبة (2) وجذور 


اختياري = 23 ووو ع = 1 و2 ع و2 








جمع الصغیر هو صغار . الصحاح في العلوم للجوهري ص ۷۲۰ تتقيق عبد الله العلايلي معجم الرياضيات اعداد وزارة 
التربية الاردنية ص۲۵ 


0 


أى ان 


في كثير من مسائل الاهتزازات وعدم الاستقرار ( بازازنه‌اودن ‏ ) تعتمد معاملات 
منظومة 


العادلات الخطية المتجانسة على وسيط ۸ . وتوجد الحلول غير البسيطة لها ( غير 
الصفرية ) بایجاد قیم ۸ . وتدعى بالقيم المميزة . التي تجعل رتبة مصفوف العاملات 
تساوي (1 - ©) متلا 
0 = ول +4 ول( 2( 


(b)‏ ,0 = و( 2 له و 


ان قم 2 التي تجعل محدد العوامل يساوي صفرا تستخرج من العاد لة 


1 2-2 
١ a HEE‏ 
ومنها 
.1ع و۸ ;3 = ۸۱ 
وتصبح منظومة العاد لات الناظرة 
۲-3 
0 = وت + ,7 SERS‏ 
0 = ون + zı‏ ساك سام 
والتي جذورها هي ( موجهات مميزة ) 
,ول سس = ویو و = و2 


يمكن الان نعيين الشرط الضروري والكافي ) necessary and sufficient‏ ( 
لحل العاد لات الخطية بالمعاودة بدلالة الوسيط ( .يلثم نسق العاودة حيثما كانت القیم 
الميزة لمصفوفة المعاودة 8 اقل من 1 فى القيمة الطلقة. 


"3 


ان حل المنظومة (6) لاكبر قيمة مميزة ونظير هاالوجه المميز ٠‏ يمكن الحصول عليه 
بالمعاودة بان نحزر مميزا . مغلا عند المنظومة (ط) . كالتالي : 


ریا رجا | 


وافتراض 1 = وه ,2 = » تعطى العاودات التعاقية 


۲ 0 ۱ 


بولج سم 
تتا 


| 
حبر 


اع 
نم سر 
0 
000ص 
ناه نس( 
سس 
25 
- 2 
جا اد باه 
(ESE |‏ 

۱ 

وه 
كسم سعد N‏ لحتو و 
ساسم 
س 


۳ 


يدا 
5 


سح 
يم نم 
مم N‏ 
سس سا 
تحص 
چا 
ی ۳ 
يسم ی 
| ۱ 
| یی 
جاسم رام 
له ا 
سس 
i‏ 
سر 
5 
حر 
م 
تجن ,الا دایز 


3 | هد - 1 بت 1 2 

[ 1 ۶ 12 1 2 1 
ان التجهات الميزة تعر ك ضمن ثابت حيث جرت العادة على ان يؤخذ الواحد کعنصر 
من عناصره 
ان التقریب الاخیر بعطي 


A۸ = با‎ = 3.025; 3) = It > 1.008; وبر‎ = 1. 


7 المعاد لات الآنية اللاخطية Simultaneous Nonlinear Equations‏ 


لاتوجد طرق عامة لحل المعادلات الآنية اللاخطية . نستخرج القيم الاولية 00 
عادة بطريقة التجربة والخطأ .او بطريقة الرسم ثم يكمل الحا لى باستخدام طريقة 
لنيوتن بشرط ان القيم الاولية قريبة لد رجة ما للجذ ور. 
مثلا لو اعطينا المعاد لتين غير الخطيتين التاليتين 

(zy) = 0; Q(x) = 0, (1.17.1) 

وعرفنا ان التقريب الاولي هو( رر و م ) نفك الدالتين ‏ وم بمتسلسلة تيلر حول 

النقطة ( مر و مه ) اخخذين الحدود الخطية 
0 = , .. سل تاو رل f(z) = fo + fz.oh‏ 


8 = . .. + تاورره + امه دوه = (رت)ه 


1۲ 


١ 4 ۱‏ تت 
و .هه یا ۱۳ 
(b)‏ 0 < رز 
و ,0 — k= yJ‏ زو2 — h = x‏ 
بحل العادلتین الخطیتین في (ه) بدلالة ۸ ,۸ نحصل 
مروف > ۱9,0[ — بت ,| 
Da QPz.0 0 0 17 2‏ 0/0 عل 
fe0o0 - 0 0‏ ا 


0 = ,ره 


المعاد لات (0) تعطي التقریب الاولي 


hj; Jı = Yo + Rk. (1.17.3)‏ + و 2 
ان تمديد الطريقة لاكثر من معاد لتين هو مباشر . مثلا . لواعطينا 


;0 = 2 + أشن + ع = (رره)اة . :0 < 1 - شن - ثم = Jey)‏ 


“لا = ره ,1 ع يف —2y;‏ = ررل fa = 2z,‏ 
وانطلاقا من 1- = من ,0.5- = مرو نحصل على مايلى ( صحيحة لرقمد 
عشرین ) . 
n 0 1 2 3 4‏ 
8 - 3- | 1.84- | 1.48- | 1.00- 2 
0.88- 8- | 0.92- | 1.10- | 0.50 1 
5- | 0.081 | 0.17- | 0.25- 1 
fs -2.00 | -2.86 | -2.64 | ~6‏ 
fv 1.00 2.0 1.84 1.76‏ 
 -0.76 | -0.12 ۱ 8‏ 088 | ۵ 
ıı 1.00 1.00‏ 1.00 20 )| مهل 
2 2.55 3.63 0.75 2 
h۸ ۱ 8 0.09 ¦ 0.01 0‏ 
k -0 018 0.04 0.0046 ۱‏ 

















۳ 

















Linear Programming البرمجة الخطية‎ 1.18 


البرمجة الخطية هي اسلوب رياضي لحل مسائل مهمة تقنية اومالية اوتنظيمية والتي يجب 
اختيار عد د من المتغيرات فيها بح ن تجعل قيمة دالة خطية مافي هذه المتغيرات في قيمتها 
العظمى اوالصغرى . وفي نفس الوقت نحقق بعض معاد لات اومتباينات خطية › يشار 
اليها عادة بالمقيدات ( 20۵/۳۵0/۶ ) . ادناه مسالة برمجة خطية نمطية . 


لنفرض ان معملا ينتج نوعين من المنتوجات نوع ۸ بتطلب ساعة من الحرق في الفرن 
وثلاث ساعات تصنيع > بينما يتطلب النوع 13 ساعتين من الحرق واربع ساعات تصنيع . 
المصنع يربح ( 1 ) دينار لكل قطعة من ۸ ويربح ( 3 ) دنانير عن كل قطعة من النوع 8 . 
يمكن للمعمل ان يضع 0 العمال في التصنيع يعمل كل منهم نوبة نظامية من ( 8 )ساعات. 
كما ان فيه فرنا واحدا يشتغل ( 24 ) ساعة في اليوم للاقتصاد في الوقود . كم قطعة يصنع من 
النوع .م وكم قطعة يصنع من النوع 5 حتى يكون ربحه اعظم مايمكن . 


لنجعل ,± , :2 يشيران الى عد د القطع ۸ , 8 على التوالي التي تعطي اكبرربح . 
ان التصنيع محد ود بعد د الساعة - رجل التوفرة (.10 عمال يشتغل كل منهم 8 ساعات 


بحيب 


221 + ك و42‎ 80. (a) 


من ناحية اخرى انه يتطلب اشتغال لفرن ( 24 ) ساعة کون 


ر( 4 = و22 + 2 


ليكن ,م ربح القطعة من النوع ۸ و :2 ربح القطعة من النوع 8 ولذ لك فان 
الربح اليومي يعطي بدالة خطية في 1ن , :ند 


P= 01101 و291 ملد‎ << 1 + 3279. (ce) 
› قد نحاول ان نجد حلا لهذ ه المسألة باستخدام كل القوى العاملة المتوفرة في التصنيع‎ 
اي بحل هاتين المعاد لتين‎ 
ردق‎ + 4z, = 0 
21 ت و22 سل‎ 24. 


3535 


ومنهما نحصل على 2 = ره 4- = ينه وحيث ان من المستحيل انتاج عدد 
سالب من القطع 18 ۰ فعليه يكون هذا الحل لامعنى له » اي ان المعمل لايستطيع استخدام 
0 ساعة - رجل في التصنيع . الحل يتم بايجاد قيم غيرسالبة للمجاهيل » أي 0 < ينه 
0 < ,» تحققان التباینه ( د ) والمعادلة ( اط ) وبحيث تکون ۴ المعطاة في ره ) 


اعظم مايمكن . 


ان الطريقة المنفردة ( 76/00 امن ) *هي طريقة خطوة فخطوة ابتدائية لحل مسائل 
البرمجة الخطية وهي مبنية على النظرية النالية : 


اذا وجب ان نحقق 7 من التغیرات ± عدداً # > ” من المقيدات . فان قيمة 
التوافيق الخطية 7 العظمى تقتنى بكون مالايزيد عن 7 من المتغيرات ذات قيم لاصفرية . 


في الحل التجريبي الابتدائي يعطي 7 من مجموع التغیرات ” قيما لاصفرية . ثم يعظم 
التوفيق الخطى 7 باسقاط احد المتغيرات في الحل الابتدائي والاستعاضة عنه باحد المتغيرات 
الباقية التي اعطيت قيمة صفر أصلا . وتتوقف العملية عندما تصل 7 قيمتها العظمى . كما 


ويتطلب الحل بالطريقة المنفردة بان نحول جميع التباینات الى معاد لات اولا وذلك 
باضاقفة متغيرات رخو( slack variables‏ ) بربح مقداره صفر( حيث انها لاتمثل کمیات 
طبيعية ) ثم نضيف متغيرات زائفة لجميع العادلات ذات ربح سالب كبير ر- بحيث 
لايمكن ان تصل 7 قیمتها العظمى الا اذا كانت هذه المتغيرات الزائفة تساوي صفرا ( ولكي 
تتحقق العادلات فان قيم المتغيرات الزائفة يجب ان تكون صفرا ) . وهكذا فان متغير رخو 
8 ادخل في المعادلة ( 8 ) ومتغير زائف 4 في المعادلة ( 8 ) بينما يصبح الربح 
(e)‏ مه - ونه pata + 0 ٠‏ + رورم = P‏ 








8. 1. لاجل التوضيح الكامل لهذه الطريقة انظ ر كناب البرمجة الخطية - طرق ونطيقات للمؤلف ,وم©‎ ٠ 
1958 نيوبورك‎ McGraw-Hill Book Company 
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ان ا معاد لات الجديدة ( 2 ) ۰ ( ) مع متغیر الرخو :2 ومتغير زائف 24 تظهرفي 
السطرين الثالث والرابع من الجدول ر 1.17 ) . الحل الابتدائي هوذاك الذي فيه :2 , ونه 
أصفارو 0 یه ليست باصفار . وحيث ان :2,2 تظهران في مصفوفة الوحدة 
( وهذا هورسبب أدخال متغيرات زائفة على المعادلات ) . يكون الحل الاولي هو ,24 = يه 
0 = ونه يقتنى الربح الناظر بكتابة القيم 0 = :م , ,7 = P4‏ في عمود مجاور لهذ ه 
التغیرات ثم حساب 241- P = 2 Pi i=‏ 


ان هذا ( الربح ) السالب الکبیر یزاد باسقاط 23 أو 4 وادخال ,2 أو ود بدلا 
عنهما فمثلا . لواخذدت 5 محل ينه واعطيت القيمة رن . تصبح مجموعة المتغيرات 
الجدیدة 
(0 خب وه << ريدق د ره د 2 
Axa = r;‏ + وه = ونه 
Axzg = 80 + Axzs;‏ + وه = و 
.0 = 24 24 = ين - ينه = و۵ + ينه = يند 


(e) 


باد خال هذه المتغيرات بالمعاد لات (3 ) : ( 4 ) من الجدول ( 1.17 ) نرى ان هذه 
المعاد لات تتحقق اذا كان 
4r + Axs = 0‏ 
2r = 4‏ 
ومن هذا ينتج 
0 = 2 :82 = م4 - 80 = ونه 1ح ۲ < و2 ;0= 2 
.36 = وت 0۰ + P = 3x,‏ 
من ناحية اخرى لو اخذت 2:۰ محل :2 لکنا حصلنا على 
4r — 80; 2r + Az = 0;‏ 
و16 = م2 - 24 = 2 ۰ 0 = ينه ;20 = =r‏ يد ;0 = 2 
والذ ي هو حل غير مقبول لان جمیع 8 يجب ان تكون 0> 
من الواضح ان وجود قواعد للتبديل يصبح ضروریا حالما يصبح عدد التغیرات كبيرا 
وذلك لتجنب محاولات تفوق الحصر. يمكن تحديد هذه القواعد بسهولة بالطريقة النالية . 
Mie ۱‏ ص۵4۷ معجم المصطلحات العلمية الفنية والهندسية .تاليف احمد شفيق الخطیب 
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خذ معاد لات الجدول 1.18 بنظرالاعتباروليكن :2 المتغيرالذي سيحل محل .هن 
من المحاولة الابتدائية فعندما تأخذ =٣‏ 2 محل :2 فى العادلة ذات الترتيب 


1 يكون التغير فى الطرف الایسر و -- jT — Qt = Qij‏ 


وهذ! يجب ان يساوي صفرا وعليه 





























جدول ( ۱-۱۸ ) 
04 و0 و( مس و( ج Pi‏ 
le‏ ۱ 71 
Z2 ۱ 13 24 ۱ << Pi‏ 221 
مور E‏ ۱۳ 
)۳ 1 1 1 
P3‏ ۱ 28 ۱ () = بوه ا 1 د 01 | 0212 91 3 
u4 = 1 | ۱ 224 |‏ ْ 0 = ويه 04 041 4 
5 ۳۳ ۳ 
۱ ۱ 
P‏ وش ۱ Aa‏ ود A1‏ ۱ 
Zi‏ ۶ 
FE. (1.18.1)‏ دم = رم 
Qij‏ 


لاجل الحصول على قيم موجبة لجميع التغیرات :د لقيمة ما ز يجب ان تختار و 
بحیث تعطي افو موجبة م 


طلا لقيمة ار تساوي 2 ,4 = ن تعطي 12 = هد م ,3 م 
تعطي 20 = ۶۶ ام وعليه يجب اختيار 4 - ز 


لاختيار ز يجب أن نحسب التغييرات التى تحصل في جميع التغیرات نتيجة اد خال 
مر في الحل الجديد عوضا عن المتغير القديم .م 


Au; =r, 
Aa = وريه ع = وا‎ 
Au, = — arif, 
) 1.17 مثلا رنه في الجد ول‎ ١ حيث:نة هو احد المتغيرات التي تغيرت‎ 
Aze + aj; = 0 و‎ 
حتى تتحقق المعادلة (8) في جدول ( 1.18 ): ان التغيير المناظر في <1 يكون‎ 


AP = pjr — ping — 2 21:07 
k 


3 




















او بجعل الجموع يحتوي كل التغييرات :2 ۰ وبتسمية الحرف السفلي ۲۳ الصغير الجاري: 
AP = ~r Didij -- Dj]. )1.18.2(‏ 

سیتم اختيار ه بحيث یکون ۵ عد د اکبیرا موجبا . من المکن انجازهذ | بسهولة باختيارال ز 

التي يكون فیها 
(1.18.3( زم - ريصم 2 = رك 
e *‏ 

اكبرعد د سالب . بحسب نف باضافة رص - التي هي فوق ر« في جدول 1.18 يجب 

ان پلاحظ ان جميع بك لتغيرات مصفوفة الوحدة هى اصفار . ان الجد ول العائد للمسألة 

الحالية 1.19 ؛ يبين ان اکبر قيمة رك سالبة هي‌ر3 - 21- = ره) فعلیه 2 = ز بینما 
اصغر و :۷ = م هي 2 = ویه2/6 وعليه نأخذ و2 پدلا من 24 























-1 -8 0 7 

21 2 2 24 (0 

3 4 1 0 80 

24 1 0 2 1 
241L‏ — 0 0 3 — روت 1 - رت 











جد وك 1.19 
للحصول على القيم الجديدة ;= للمتغیرات 1 يتم توفيق العادلات (3)ر(4) من 
الجدول ( 1.19 ) خخطيا لأجل الحصول على مصفوفة المتطابقة فى المتغيرات اللاصفرية 
الجديدة 2۰ 2 كما هومبين في الجد ود 1.20 



































7 -1 -3 0 L 
2 2 2 2 0 2: Pi Expl. 
3 1 1 -2 e 23 O )3( - 2(4) 
2 1/2 1 0 1/2 12 و2‎ 3 (1/2) (4) 
[ بك‎ (3/2) - 1 0 0 (3/2) +L | 36 | P’ 
)۱ -۲۰۱ لا جدول‎ 


دم٣ اختبار ز هنا لايضمن اعظم زيادة في م حيث ان اصغر رد مع اکبر م قد تعطي اکبر‎ (١ 


۸ 





























ان الحل الامثل هر 0 > 12,1 = 36.2 = P‏ 
ان مسالة البرمجة الخطية التالية محلولة فى جدول 1.21 
;15 > و22 + وج - ;20 < ون + و2 ;10 = 3z;‏ — ونوك 1 2 


max.‏ = و4 + ونه - P = xı‏ ;0 2 ونه ;0 2 ونه ;0 2 انه 






































س 
0 0 ا4- | 1+ 1= أرم- 
Pi Expl.‏ 27 0 25 224 221 و2 221 
1 

1 1 21-83| 0 0 10 | zı 1 j =3 

5 < و 0 ا یه | 20 0 1 11 1 0 | 4 
r = 2‏ 0 | و2 | 15 1 0 21 1- |0 | 5 
۱ م | 10 0 0 |7-| 3 0 | به 
2 > 7 | (3/2()5) + (1) |1 2۱ 65/2۱ | 3/2 0 0۱ 1/2۱ 1 1 

4 | 0 3/2۱ 0| 1 | -1/2 | 25/21 24 0| (4 - )1/2()5(| : = 4 

3 | 0 ۱1/2۱ 1۱ 0 1/2 | 15/2۱ وه‎ 4| )1/2()5( r = 8 
Al 0 |-1/2 0| 0 7/2 ۱125/2] 2۲ 

1* | 1 0 0-1/3 5/8 | 85/3| 2 1| (2/3)(4 

1/22 - 1(0 |1- | وه 25/3 ¦ 1/3- 2/3 0 1 0 ”2 

3” | 0 0 1١ 1/3 1/8 ۱ 35/8) اوه‎ 4| (3) + (1/22 

A; |0) 0١ 0| 1/3 10/3 ۱200/3 ۱ 0 


جدول ( ۱-۱۲) 
لاحظ انه لم تضف متغيرات زائدة للمعادلة لان :2 ظهرت اصلا بمعادلات على 
21 


شكل وحدة التجهات . ان الحل الامثل 20 = P‏ کے = رن ,کے = ون ,کیو = 


اقتني بقيمة :325 لاصفرية من ان وحدة ربح 2 هي سالبة 1- ع وم من ام 3 
توسيع الطريقة المفردة ( 266200 +«هو[صد:زه ) لمسائل. اكثر شمولا كما يأني 


(a)‏ المسائل التي تتضمن تصغير د الة خطية / للمتغيرات :2 تحل بتعظيم الد الة 


(ره)- = (ر4)2 
(ط) التقييدات من نوع 


dıı PF مجمنه 4 ... عل وتتوية‎ > cC; 
تختزل الى النوع اعلاه بكتابة‎ 
013221 — Qat — ... با ک 0 عد‎ 


۹۹ 



































(©) التقييد ات من نوع 
ره > رل 
تهختزل الى تقييد ات « متغير موجب» بواسطة التغیرات الجد ید ة 
0 < ره ¬ ره = ولا 
j > bj‏ 
تختزل الى تقييد ات « متغير موجب» بواسطة المتغيرات الجديدة 
0 < رده - را = ولا 


(۵) التقييد ات من نوع 


(©) التقييد ات من نوع j > bj‏ > زه 

تختزل الى التقید ات 0< < 1 

بالتغیرات الجد ید ة کف بر 
ولا سس زا 

ثم تؤخذ التقييد ات الضافة 0 < رن - 1 


بنظر الاعتبار في الحسابات 

() بما ان جميع التقييد ات قد تکون معاد لات : لذ لك فان الطريقة الفردة هي طريقة 
لحل المعاد لات الخطية الآنية ايضا . 

(©) قد لايكون هناك حل لمسألة برمجة خطية . يتبين هذا باستحالة الحصول على ربح 


موب . 


: تمارین : 


1 جد جذ ور المعاد لات التالية مستخد ما طريقة الماس لنیوتن والتعویض التركيبي للارقام 
ا معنوية المبينة ازاء کل منها ۱ ۱ 
(a) 23 + 1.22" — 4, — 48 = 0 (two figures).‏ 


(b) 23 - 0.872۶ — 15.651 + 23.701 = 0 (three figures). 
(e) ثم‎ + 6.6z* - 29.05 + 22.64 = 0 (three figures). 


الا جوبة 


= و 9,807 درج :2.10 = (e) zı‏ 12س ع ون 2 - = ون 2 = 0 
2 جد جذ ور ا معاد للات التالية لثلاثة ارقام معنويه بطريقة نيوتن ذ ات المرتبة الثانية وطريقة 
لتعویض التركيبي وطريقة العاد لات ذات الد رجة الثانية كلما دعت الضرورة لذ لك. 


¥ ٠ 


(a) a3 + 2.92 + 14.892 + 685 = 0 

(b) a23 - 2.42 — 1.4 — 6.8 = 0. 

.0 = 18.72 + 36.962 + 24.0422 + 6.4 + ثم (e)‏ 
.0 = 0.99 + :2 - 1.99 + 223 — كع (0) 

.0 = 2.8 + 18.881 - 0.442 داتس د كم (ع) 


الاجوبة 


(b) xı = 3.40; 2,4 = -0.500 ± 2 
(Û 2 1.100: وت‎ = 0.900۱ 23,4 = ۰ 


1 


3 جد جذور العادلات التالية لاربعة ارقام معنوية . استخد م الاستكمال الخطى 
والتعويض التركيبي لایجاد الجذ ر الاعظم ' 


a3 - 4.۵62 - 40.92: - 70.07 = 0.‏ (4) 
.0 = 63.468 + :62.49 — شقن + (b) a3‏ 
.0 = 228.8 - 57.42 - 13.6 - تنج (6) 
.0 = 71.00 ع 51.8 — 10.222 — 3 (0) 
الاجوبة 


20 = وه :9.40 = يه :10.25 = ره (ه) 
8۰ 72.00 = ويج ;17.6 = رد (e)‏ 


4 جد لثلاثة ارقام عشرية الجذ ور الاربعة لكل من المعاد لات التالية التى في ' كل منها 
يوجد جذ ران متساویان تقریا . 0 


(a) 2 — 0.413 + 1.6322 - 0.1462 + 7.260 = 0. 
(b) 2٩ — 5812 + 7.040 1 7.21 - 14.47 = 0. 


الأجوبة . 
8۰ ±+ 1.00- = وود ;1.20 = ود ;1.21 = ره (a)‏ 


5 جد جذ ورالمعاد لات التالية لثلاثة ارقام معنوية مستخدما (م) طربقة كرافي () طريقة 
فرايد من في تعبين الجذ ور المركبة. 


(a) كج‎ - 4 - 7 + 34: - 24 = 0 
(b) كين‎ - 3z + 2۶ 72 - 30 = 0. 


(a) (a + 2x — 3)(x — 6ı + 8); x; = 2,1, ~3, 4. الاجوية‎ 


۷۱ 





14 جد جذ ور المعاد لات التالية لثلاث‌ارقام معنوية مستعملا () طريقة كرافي (0) طريقة 
فر يد مان لايجاد الجذ ور المركبة . ١‏ 


(a) ثم‎ - 145 + 69.09 + 182.562 + 109 = 0. 
(b) zê - 20.224 + 132.1823 - 60.592 - م72.693‎ - 14.595 = 0 


(e) 2 + 182 + 24622 + 4962 + 1040 = 0. 
)0( z* — 6.4» + 40,042 - 100.967 + 226.72 = 0, 


الا جوبة 


.6.001 4 8.00 = ,179 ;0.301 0 100 - = و2 (a)‏ 
2 + 1ح = روج ;12 + 8— = وررنه (cC)‏ 


7 جد الجذ ور الحقيقية لثلاثة ارقام معنوية للمعاد لة التالية مستخد ما طريقة الممادن لنيوتن 
C08 2 = 2,‏ 
الااجوبة 


,4 = ورر2 


8 جد اصغر جذ رين موجبین لكل من المعاد لات التالية (لثلاث ارقام معنوية )مستخد ما 
() طريقة المماس لنيوتن 
(0) طريقة نيوتن من المرتبة الثانية 


(a) tan xz = tanh 2, (b) cos 2 cosh م‎ + 1 = 0. 
(c) cos x cosh و‎ = 1, (d) tan z = ب‎ 

(e) tan a = بو‎ (© tan za = 2, 

(g8) م‎ tan 2 = 1. (h) 2 tan xz = 2, 


الأجوبة 


(4) zı = 3.93; وه ;473 = درم (0) .7.07 = وه‎ = 7.85. 
(e) zı = 2.03: وه‎ = 4.91. (g) zı = 0.860: ونه‎ = 3.43. 


9 جد اصغر جذرموجب ثلاث ارقام لنلات ارقام معنوبة للمعاد لة التالية بطريقة فتح 


الدوال با لتسلسلات الاسية 
tan xz = 1.‏ 2 
الاجوبة .0.860 = الث 


VY 


0 جد الجذ ورالموجبة لثلاث ارقام معنوية للمعاد لة التالية بطريقة فك الد وال بالتسلسلات 


الاسية 


بكي = ۲ عنم 


1.11 جد الصفرين الاولين في دالة بسل Bessel‏ من النوع الاول والمرتبة الاولى لنلاثة 
ارقام معنوية مستخد ما طريقة نيوتن 
ملاحظة : استخدم جدول دوال بسل وتذکر : 


Ji) د‎ - 


ا ا 


الاجوبة .7.02 = ون ;383 = a‏ 


2 جد الجذ ور المركبة للمعاد لات المتسامية التالية : 
e +2 = 2,‏ (م) .2 = ع (Db) sin‏ 4 = م cosh‏ (ن) 


الاجوبة 


2-1 
(b) 2, = ا‎ + 1.32 n=LB5.... 


8 عين جذ ور النظم التالية لثلاثة ارقام معنوية مستخدما طريقة المحد د ات. 


(a) 


(e) 








۷۳ 














الاجوية ,۱ ع وس وله = بور ;20 = 5i rs‏ = بن (ط) Ans.‏ 
4 جد لثلاثة ارقام معنوية جذ ور النظم التالية مستخدما نهج كاوس Gauss scheme‏ 


20 1907 | 
4 نز‎ B.D i 
25 


18.25 


84 1 1 ' 85 | 4 201 
وید TT TF s0 8 ٩‏ و۳ ) 
1101 ° دا و وعد 1 


ی ود .۳ مر مت | 25 
1 1 ۳ "۳ 
ا ف 33 74 Li:‏ د7 71 


J01 8.‏ الك + روي ی سر 
Fb.‏ للق 451 I A! O0:‏ 
ا E E ١‏ سر سانا 
E EU ° O‏ 


)» | 


0 ی ا ی 
.1 | وه ,10 63 


۱ ۲ ١ 
۱ 1 5 1 

1 1 ۵ 0 

1 0 0 1 1 


الاجوبة :8 = Fs‏ ;47~ ديم ;1.34 = ره (b)‏ 
r = -2.0[ 1; = 0,‏ :4.08 = رم ,3.22 = وه ;2.06 = xı‏ (0) 


NA N انث‎ N. iS 
مد‎ ek 





5 جد اول تقريب لجذ ور المعاد لات التالية مستخد ما مخطط كاوس ومستخدما المسطرة 
الحاسبة حاسبا الاخطاء باليد أوبالآلة الحاسبة . بعد ذلك جد ارقام معنوية اضافة لذ لك بحل 
معاد لات الخطأ بالمسطرة الحاسية . 


7 





4. RON? 
۱۳۱/۱۰۱۱ 


| د ۱۵( 








~ 0.0 
-0 













الاجوبة ۰ << و2 :1.1904 - = يم 83.0347- = درم (a)‏ 


6 انجز عمليات المصفوفات التالية 


0 
1 
1 
2 


حبر 
١‏ 
م 
دن سم حبر دن 


5 


(e) 2 0 -31]1 1 2‏ 0 
1 ك 1۳ 1 4 | 1 
0 0 44 0 9- 2 
1 1 1118 2[ (ه) 
1 2 1 1 ۱ 


1 2 


0 

2 

1 

0 

0 2 3 3 ا-‎ 
HE? 
3 ~4 6|llLl—1 0 
1 0 0 


الاجوبة 


۵ 2 دن سر 


حبر تحت تج در 


بم نم وح تتح 


سر يم 
تتا 


N N عن‎ © 


ابم 


و سر وم 


tb 


)»( [2 1 3 
۲ 1 ٠ 
28 

(DD ]3 2 
۲ 0 
5 0 

(0 1 2 
-1 -1 

2 0 
0 1 

۶2 62 
ا 

Ans. (a) ]3 

4 
8 
) | 8 
28 
11 
10 


























7 جد لثلاثة ارقام معنوية جذور الانظمة التالية مستخدما طريقة كولسكي برماوءامط© 





System of Problem 1.14(c).‏ ن) 
(d) System of Problem 1.14(d).‏ 


(e) 




















الاجوبة 4.51 = وه ;2.34 = رع (¢) .9.50- = وه 2.45 - = وهم ;1.24 = رم (a)‏ 


> ونه :1.00 = ود ;2.00 > وه :1.00 = ره (0) .1.80 - = 24 :0.00 = و2 
۰ = وج :1,00 - 


8 جد مقلوب کل من الصفوفات التالية 
5 7 3 ۲۱ 0 1 2 ۲3 «) 3 4 2 ۲ (ه) 
83 1- 4 2 3 2- 6 4 3 1 
2 ۵ 2- 3 83 4 1 6 8 1- 
4 1- 3 1 
الاجوبة 
ل E‏ 
29 29 و2 
E‏ 
58 29 58 
ا کک ل 
9 29 29 


۷۹ 



































9 جد لثلاثة ارقام معنوية جذور الانظمة التالية بطريقة العاودة 


12.00 
21.06 
8 - 
0 . 14 س 
2202 - 





~28 
2.4 
2.1 
8.0 








300 
-0 
228 € 
0.5 —~1.41 
0.3 2.81 
-1 -4 8 





بم إنرإرإوج NOI‏ 
سر 
Q0‏ 


10 25 





2.0 
4 0 
1.6 
10.0 





2.4 


10 
2 





~1 6 


8.0 
4.8 
1.6 








22 


- 24 
10.0 
3.2 























(b) 


(0) 


(e) 


۷۷ 







































































































9 





40 2 ۵ | 1.0 
30.16 0 | 0 0 | 2.40 
ا 
: 280 0 | 220 
۱ ال 








الا جوبة 


= وج 8.20- = ون ;2.40 = ره (e)‏ .905 = و2 ;762 = وه ;467 = xı‏ (و) 
z4 = 1.00;‏ :3.20 = وم ;2.00 = وم ;1.20 = )e) zı‏ .1.08 = يد ;3.00 
2.20 س = و1 


0 جد لثلاثة ارقام معنرية جدور المعاد لات ت الانظمة التاليسة بطريقة الار خحاء 





relaxation )‏ ( 
النظام في التمرين )4( 
0 
النظام في التمرين (e) 1.19(e).‏ 
النظام في التمرين ۰ () 
النظام في التمریسن ۰( (e)‏ 
الاجوبة 


= و2 :2.00 - = وت ;1.20 = ره (e)‏ .139 = ره :189 = وه 155 = (b) zı‏ 
.0- = وت 2.00۱ ع ونه ;4.23 


21 حل بطريقة التزهيد لثلاثة ارقام معنوية كل من المعادلات في الانظمة التالية مستحصلا 
اولا تقريبا غير دقيق للجذور بطريقة تد وير العاملات كما مبين ادناه 


۷۸ 









































0 ۱ 
اد 
| 1.132 
60 - | 
250 - | 
6 


| 6۵2.440 | 





| 109.720 | 





الاجوية 


0 
415 
10.62 











1 
| 11 
ب (a)‏ 
ز ۵0444 
0.092 
Fı‏ 
(b) 10.22‏ 
ا 1.25 
ز 312 
1 





.£15 = ون ;3.12 = ره :2.10 = ره (a)‏ 


2 جد :2 و:2 لثلاثة ارقام معنوية لكل من العادلات غير المحدودة مستخدما طريقة 


التقريب التعاقب 


() یود‎ + (2j 4 4r; - jr = 6 (ro = 0). 
(Fo یی‎ 0). 


الاجوبة 


4 = و2 1.22 


3 عين رتبة ( عامدم ) كل مصفوفة من المصفوفات التالية 


2 
1 


0 4 
-3 6 


(b) | 
(d) | 


۱ 


3 
4 
-2 


2 
-83 
1 


1 
10 
4 


۱ 


الاجوبة 


4 افحص منظومة المعادلات التالية من حيث تواژمها مستخر- 


6 2 0 
9- 0 1 
5 1 ات 
8 3 
و 0 
2 
.8 ع م (د) 
6 ع 27 t+‏ - 
;8س = 102 بل و42 ب 
67s = 4‏ جه 1572 سس 


ET = 2‏ حب و3۳ 3 (j‏ سل ا (b)‏ 


Ans. (a) 2 


(4) 


ی ا سس 


(A) : 

(n) - كك‎ 
321 
421 


۷۹ 
































[ 


0 4 و2 1 ,22 (b)‏ 
و2 لوج - 22 
= وج + Ory‏ + نرق هت 


به = و6 + 4r — 2y‏ )( 
32 دان 1 2 


1 f 
O O 


ری 


MH 


.21 = 92 ل 3y‏ — 152 
Hr = 3;‏ ور + 4r, + 3r:‏ (1) 
a= 4;‏ س Brg‏ + رد4 + رمه 
.1 = بط اي و 3 دك تج E‏ 
(e) xı + dra + Brg = 5‏ 
.10 = و4۳ 3 و62 چ 221 


الاجوبة 


(a) Consistent; ور 8,087 = رد‎ = 1.30; 7; = 0, 
(e) Consistent; r = هو = رز را‎ — 2:2 = arb, 


5 افحص مجموعة المعاد لات المتجانسة التالية وجد الحلول التى تختلف عن الصفر اذا 


. وجد لكل منها‎ 
جع (د)‎ y+ 4 =0; 
سان ديه‎ =0; 
Or + 4y + ۱82 = 0. 
(b) 4r — 2y + دع‎ 0; 
و2‎ - y+ 32 =0; 
6r — 3y ¬ 02 = 0 
r - 3y + م4‎ = 0. 
(O) 2» + 2y + 22 + 2 = 0; 
Ar + 6 + 42 + 4 = 0; 
71 + 9۷ + 82 + 8t = 0; 
oz + 3y + 42 + 4 = 0. 
(dQ) 22 — y+ 32 = 0; 
Axr + 8y — 42 = 0; 
dz + 4y + 22 = 0. 
(b) x = arb.;j yg = 20: 2 = 0. الاجوبة‎ 


0 دع y=‏ د ۸ (0) 
6 - (ه) جد اصغر قيمة مميزة للوسيط « المتجهات المميزة المقابلة لها (0) جد بطريقة 
التکرار اكبر قيمة مميزة للوسیط«القابل لها« وکذ لك المتجه المیز القابل لهذا الوسيط . 


;0 عدوم ل رل( = 4) لي 
.0= و2 - 3( + 2 


;0 = وه + ر2((2 - 3( (b)‏ 


۸* 





:0 = يه(16 - 22) عل (e) (20 - 22(2 - 16x, + 8z;‏ 
;0 = 44 + وو(6ة1 - 22) + 2z‏ - 22) + ,»8~ 
;0 = 84 ع ونو((2 - 22) + 2z, + )( - 8z‏ 
.0 = بت ((2 - 20( + و162 — 8)xzı + 4x»‏ — 4( 
;0 = و2 نی و1(2 ب 0۹ + 21 
.0 = وه(3 — 2۸( + zs‏ — رق 


الاجوبة 
4۰ = 72/1۱ 5.27 = معط (Db)‏ .1.62- = يروم ;2.38 = (a) Xain.‏ 
 )0( Amex. = 6.03; 1/3; = -1.04, 22/a = ۰‏ 68.814 = منود (e)‏ 


7 جد لثلاثة ارقام معنوية لكل زوج من العادلات الآنية غير الخطية تبد أ من النقطة 
الاولية المؤشرة ازاء كل منها . 


170 = و :1.30 = مه ;0 = 482 + 2 — (a) a‏ 
.0 = 16.74 - 4 + »2 
(2.00- = ولا ;1.30 = ونه ;0 = 20.92 — ريق + (b) a3‏ 
2y + 1.958 = 0.‏ + 22 
;2.00 = و2 2.50- = و2 ;0 = 14.30 + 422 + 23 (e)‏ 
.0 = 8.44 - وق + توت 


(b) a = 1.65; y = 4 الاجوبة‎ 


8 في مسائل البرمجة الخطية التالية استعظم (*2 الفائدة م 


x; = 10‏ — ونوق + رم (a)‏ 
;20 << و2 ۲ و2 
;15 = و2 + ووس 

.و4 ۲ وم ~ رون = P‏ 
x; = 20;‏ — 22 + ونه (b)‏ 
;80 > و22 + za‏ 
4x; > 10;‏ + وروت 
42 38 92 س وی سس 2 


(e) رت‎ ۲ 4x» + ع 4« - و22‎ 0: 
2x, + 3z — 4x4 > 5; 
32 + و22‎ 4 Ö3 5 10; 
وند4‎ + 2x — 254 <8; 
P = ريو‎ + 4x + ویو‎ — 04. 


الاجوبة .325 = ۴ :2.50 = يع ;0 = ره ;22.5 = (b) zı‏ 
سرت سس دس سرت سوه سس سس سس ااا ا 


٠‏ استعظم اي جد النهاية العظمی على وزن استفعل (4) ص۱۱ ج۱ مجمع الوسیط .معجم اللغة العرية 
بالقاهرة الترجمون 


4١ 
م /5/ الطرق العد دية في الهندسة‎ 


الفصل الثاني 
الفروق المحد ودة وتطبيقاتها العملية 


Finite Differences and Their Applications 
: مقدمة‎ 7 
(closed form) كلما قاد ت مسألة فنية الى معاد لة تفاضلية لايمكن حلها بشكل مغلق‎ 
وجب استخدام الطرق العد دية التقريبية في الحل .وقد تستند هذه . مثلا .على مفكوك‎ 
المتواليات أوتكون طرقا عد دية صرفة تقود الى تقييم المتكاملات المجهولة في نقاط معينة‎ 
من فترة التعریف بوسائط حسابية بسبطة .كذ للك يمكن حل مسائل القيم لابند ائية والحد ودية‎ 
بهذه الطرق .ان هذه الحلول العد دية‎ ١ التي تشمل معاد لات تفاضلية اعتيادية أو جزئية‎ 
لاتسمح عادة بايجاد القوانين الفيزياوية العامة ولكنها تؤشر اعتماد المتغيرات المعنية على‎ 
nope الوسائط المختلفة للمعاد لة . وخاصة اذا ماكتبت المعاد لات بشكل لابعدي‎ 
dimensional 
لقد اصبحت الطرق العد دية لحل المعادلات التفاضلية شائعة في الآونة الاخيرة لان‎ 
المسائل الفنية الحدينة تقود الى معاد لات معقدة نادرة الحل بحدود منتهية ولان الآلات‎ 
الحاسبة والحاسبات الالكترونية قد اصبحت واسعة الانتشار . وكذ لك فان للطرق العددية‎ 
ميزة تسمح بأن يقوم من ليست لهم معرفة بالرياضيات العليا أوالفيزياء باد اء العمل الفعلي .مما‎ 
. بوفر جهود المتخصصين‎ 


ان حلول العادلات التفاضلية بالطرق العد دية تتکون اساسا من ایجاد القیم العد دية 
للتکاملات المجهولة عند نقاط ارتکازمتراصة على المحورنه للمعاد لات التفاضلة الاعتيادية . 
وفي المستوى 17 للمعادلات التفاضلية الجزئية ثنائية البعد . للحصول على یم المرتکزات 
pivotal values )‏ ) للتكامل ؛ يتم تقريب مشتقات 7 الواردة في المعاد لة التفاضلية 
بمشتقات قطوع مكافئة ( وواوطهموم )من الد رجة 7 التي تمر خلال عد د معين من نقاط 
الارتکاز : أو بمفكوك متسلسلة تيلر للد الة المجهولة f‏ »كما مبين في البنود التالية. 
2 معادلات التفاضل باستكمال قطوع مكافئة : 
Differentiation Formulas by Interpolating Parabolas‏ 
ان أبسط طريقة للحصول على تعابير تقريبية لمشتقات الد الة (7)2 ٠‏ المعطاة تخطيطيا أو 
بواسطة جد ول قيم بعض نقاط ارتکاز :۰ تتكون من استبد ال (أوالتعويض )عن الدالة 1 
۸۲ 








وا ا کت مین ا ل ننه 


بقطع مكافىء يمرفي عدد من نقاط الارتكاز ؛ ومن ثم أخحذ مشتقات القطع المکافیء کقیم 
تقريبية لمشتقات الد الة ۷ ٠‏ 






2 
ولا‎ = Ax“+ Bx+C 
3 


شک (۲-۱ ) ( قطع مكافيء الاستكمال ) 


فمثلا . لایجاد الشتقة الثانية ر للد الة عند ما تکون ۷ معلومة في ثلاث نقاط ارتکازمتوالية 
7 ذات فواصل (عدامومه ) منتظمة ۸ على مور م ۰ ندعو قيم المرتكزات المناظرة 
ا را ١‏ الشكل 2.1 )* ثم نمرر قطعا مكافتا من الدرجة الثانية 
0 + بر + A»‏ = م 


في هذه النقاط . باختيار نقطة الاصل عند الاحد الى الصادی للنقطة و ۰ للسهولة ودون 
فقد ان العمومية > نحصل على : 
y(—h) = yı = Ah — Bh + 0‏ 


۷)0( = yı = 0 
y(h) = y, = Ah? + Bh + ول‎ 


ومن هذه العادلات نحصل على 


yı — 2y: + 1, = 2, 








+ ان الرقم و عند اسفل نز يدل على ان المشتقة حسبت عند نقطة ارتكاز 4 ٠‏ ينما 1 إو ٣‏ يدلنا على نقاط الارتكاز 
الواقعة على اليسار واليمين من و على التناظر . 


۸۳ 


وحيث ان المشتقة الثانية “ا للقطع المكافىء (2) تساوي۸ 2 
لذ لك فان المشتقة الثانية :۷ للدالة # عند ۶ تقرب بالمعاد لة 


i جر‎ (jı - 2: + yr). )2.2.1( 


ویمکن الحصول على تعابیر مماثلة لشتقات اعلى درجة باستکمال قطرع مكافئة من 
درجة اعلی تمررفي نقاط ارتکاز متناظرة او غیر متناظرة الوقع بالنسبة للنقطة : . وهکذا . 
بامرار القطع المكافىء > التكعيبي . 


Ca + 9 (b)‏ + نوه + Az?‏ = ور 
في النقاط 1 ,2 ,7 والنقطة 7 الواقعة الى يمين + ( شكل 2.1 ) . واختيارالاصل عند * 
ثانية » نحصل على : 


J(—~h) = yı = — Ah? + Bh? — Ch + D; 
J(0) = yı = D; 
۷7) = y, = Ah? + Bh? + Ch + D; 
(2h) = yr, = 848 + 4Bh? + 2Ch + D. 
بحذ ف 8 ,0 ,(7 بين هذه العادلات نحصل على القيمة 64 للمشتقة الثالنة للقطع المكافىء‎ 
(ط) وعليه يكون تقریب "7 غير المتناظر‎ 
پل‎ = (yı + By: 3 F (۰ )2.2.2( 
لقد وفر ساوثويل في كتابة طرق الارخاء في الفیزیاء النظرية " قائمة بمثل هذه الصیغ‎ 
Bickley’s formulas لنقاط منتظمة التباعد ر التوزيع ) : تحت اسم بيكلي‎ 


من الممكن اشتقاق صيغ ممائلة عند ما لات تتوزع نقاط الارتكاز بصورة منتظمة فصبغة 
المشتقة الثانية مغلا » عند : لد الة معلومة في ثلاث نقاط موزعة على مسافات // ,الم على التناظر 


( الشكل 2.2 ) تقتنى بواسطة معاد لة قطع مكافىء من الد رجة الثانية يمر في هذه النقاط 
اأغلاثة 





كتاب ساوئویل المسمى طرق الارخاء في الفيزياء النظرية المطبوع في مطبعة اوكسفورد لندن سنة 1445 
*R. ۷۰ Southwell, Relazation Methods in Theoretical Physics, Oxford University‏ 
Press, London, 1946.‏ 


8م 


y(—h) = yı = Ah? — Bh + 0 
7)0( = yı = 0 
yah) = y, = تمه‎ + aBh + C. 


وب كرات 8 ,0 فالمشتقة 24 للقطع المكافىء بدلالة :ن رر ,ا تكون 
2 ۳9 
ala Eh) (ayı — (1 + ay: + Yr, )2.2.3(‏ 73 پل 


ماه 


التي تتطابق مع المعادلة ( 2.2.1 ) عند 1 = ۾ 


شكل 2.2 
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0 5 
درد صیغ التفاضل بطريقة فتح الد وال بمفكوك متسلسلة تيار 
Differentiation Formulas by Taylor Series Expansions‏ 

من الواضح انه بينما تكون بعض الاخطاء متأصلة في بعض انواع العادلات من نوع 
2.2.10 ) ( 2.2.2 ) ( 2.2.3 ) فان هذا الخطا يتلاشى كلما اخذنا الفاصل 7 اصغر 
فاصغر . ولعرفة كيف ان هذا الخطأ يعتمد على ۸ نرى انه من الملائم اعادة اشتقاق هذه 
الصيغ باستخد ام مفكوك تيلر. 
ان مفكوك تيلر للمقدار (۸ + #)ن حول هو" 
h)‏ + )۷ 


2 
y(z) + hy' (x) + J (a) + 1 


o hr 
—— و‎ )( 
2o n ل‎ (2.3.1) 


حيث ي تعني "2۳0/۵2 وان (ي) ۳ر تعني (ږ)ږ وان 1 = !0 


L1 


بتطبيق المعادلة ( 2.3.1 ) باستخدام رموز الشكل (2.2 ) نحصل على الفکوکات عند 





. انظرعلى سبيل الثال كتاب المسائل الهندسية صفحة 167 
۸۵ 


z + ah at 2 :م ع‎ 


= ah? ,, cîh ور‎ ath 5 
حو + لاه ۳ ذلا‎ Y; Taw لا و‎ +t... 0 
SS E RA 
0 0 2 1 6 0 24 14 


نحصل مباشرة على “7 التقرببي بالطرح 


(a + DÊ yf +...‏ + و رد (et‏ + بويا e = (a F‏ = ل 


ومنها نحصل على 
يم + 1 __ h‏ 1ے 
PF...‏ و E‏ - 4-0 + < ا (1 GF‏ 4 


وهذه النتيجة تشير الى ان تقریب اول مشتقة 





0 1 
i * FD} (yr — yı) (2.3.3( 
وبخطأ قد ره‎ 
h ۱ E 1 + a 3 h? و‎ 
(1 - gy; Tra GA Fs 


وهذا الخطأ يقترب من الصفر بسرعة اقتراب 7 منه اذا كانت 1 < » وبسرعة اقتراب 
5 اذاكانت 1 = » اي فى حالة کون نقاط الارتكاز منتظمة الفواصل ٠‏ وبالمثل نحصل 
على تغیر بر بحذف ل من معاد لتي ( 2 ). 


1 ۲ 
Ta + DF [yr — (1 - ay; — ayı], (2.3.4)‏ = ۷ 
والتي بقترب الخطأ فيها من الصفر بسرعة اقتراب ۸ مهما كانت قيمة © وتصبح 
العاد 2 ۰ (2.3.4) مطابقة للمعادلة . (2.8.3) فى حالة1 = » 


بحذف 14 من معادلتي (2.3.2) نحصل على تعبير للمقدار ۷ 





ff 1 
ول‎ = h? ala + 1) laye — (1 + ay: + yr] + (1 - a) yi" 


5 دم a3‏ + 1 
كعك 127 یم 4 1 


)2.3.5( 


۸" 





الذي يبين ان الخطأ في 17 الوارد في (2.2.3) يقترب من الصفر بسرعة ۸ 
عندما تكون 1 < » بسرعة ۸ عندما تكون 1 = بم 

ويمكن الحصول على ضروب من العادلات بهذه الطريقة كما يمكن حساب خطتها 
بسهولة . 
ويستطيع القاريء ان يبرهن . مثلا . على ان الخطأ في قيمة ⁄ التقريبية المحسوبة بفاصل 


1 2۸ 
بر (4 ۳ 204 د رل (1 0-7 a(a 5 1()0 59 217 [a(a®‏ = ولا 


+ (a ¬ 7a — رلبو6 + بن(6‎ )2.3.6( 


منتظم ۸ بين ۷ ,1 وبين و2( وبفاصل ۾» بين م + (الشكل 2.3) 
يقترب من الصفر بسرعة اقتراب ۸ منه . ان المعادلة النظيرة لنقاط الشكل ( (2.8 ) 
هي : 


1 


Ji = a'(a' + بم)(1‎ + 2 


[6y + (a? — بو‎ — Oy; 
- 2(a? - 4a')y, + a (a'* — 1)y,] (2.3.7 


ويقترب خطؤها هي الاخرى من الصفر بسرعة اقتراب *| 


Yr‏ الا 
h‏ 


(o) 


۸۷ 











شكل (۲ ۲۳۰ مسافات غير متساوية بين قاط 


كلما كانت نقاط الارتكاز منتظمة الفواصل . امكن تطبيق طريقة متسلسلة تيلررمزيا بالاقتران 
مع فكرة الفروق التي تلعب دورا كبير الاهمية في كل الحسابات العددية . وبهذه الطريقة 
يمكن حساب ضروب عديدة من التقريبات العملية للمشتقات والاخطاء المناظرة بطريقة 
اقتصادية كما هومبين في البند التالي : 


2.4 الفروق الخلفية 1 التراجعية) Backward Differences‏ 


لنفرض انه اعطيت القيم التالية 
Yn-1, Yn‏ رقملا ,<<< ولا Y0, Y1, Y2, <<<’, Yil Yl, Yi, Yr,‏ 

لد الة »)ر عند نقاط ارتكاز منتظمة الفواصل 7 ضمن فترة التعريف . اننا نقصد بفرقل 
التراجعي الاول عند : 

Vy: = Yi — yı. * (2.4.1)‏ 
كما ان الفرق التراجعي الثاني عند : هوالفرق بين الفروق الاولى وبعطي بما يلي 

V(Vy:) = Vy: = (gy: — yD — (yı — yu) 
= Yi — 2y F Yu. )2.4.2( 


وبالثل فان الفرق النوني ” هو الفر ق ب الفروق من درجة (1 - ) أي 
000 :۲۳ 








دلنا الاغريقية القلوبة ‏ 8:۷ تستخدم للدلالة على الفروق التراجعية بينما دلتا الاعتيادية تستخدم للدلالة ( ۷ ) 
على الفروق الامامية والرمز 6 يدل على الفروق المركزية . 


حم 


من السهل اثبات کون معاملات قيم المرتكزات للفرق « هي نفس معاملات مفكوك ذى 
الحدين ( اونصمصذط) ۳( - م) متلا 
)2.4.3( ولا ٩‏ ولا F‏ رن Vj = yi‏ 


Fy = اير‎ — AY } Oils روگ‎ F Yi. (2.4.4) 


لقد بوبت الفروق الخلفية المتعاقبة في جدول 2.1 

















2 Yi Vy: Vy; V4; ۷ 
0 0 

1 1 ۷۷ 

2 12 Vy2 

3 J3 Vya و۷‎ 

4 J4 Vy ۷۶۷+ | _ ۸ 

5 75 f 5 ۷3 Vs و۷۷‎ 


جدول ۱ - > الفروق التراجعية أي الخلفية 


من المعلوم” انه یمکن استخد ام «موشر التفاضلي 2 = D‏ رمزيا کرقم لانه یخضع 
لقوانين الجبر الاساسية . كذ لك يمكن استخدام مؤثر الفروق ۲ رمزيا كرقم ( او متغیر) 
للسبب نفسه . كما هومبين بالتطابقات التالية 
زین + Vig: F Yj) = Vy: + Vy; = Vy;‏ 
V(cyi) = cVy;;‏ 
V™(Vy;) = ۷۳‏ 

من الممكن . باستعمال هذه الخواص . التعبير عن فروقات الد الة 7 بد لالة الشتقات 
التتالية كما ان العكس ممكن بحيث يعبر عن المشتقات بدلالة افروقات وان اشتقاق هذه 
التعابير بطريقة الرموز يجمل كفاءة عالية . 
مغلا ان مفكوك تيلر للد الة(۸ + )حول ۶ هو 


/ h / h? 4 hê 11 2 
yz FR) = g(a) F Tp (نه) لا‎ + o; (x) + 1 )2( +... (a 





() انظرأي كتاب في العادلات التفاضلية اوکتاب ‏ - 


E. Stephens. The Elementar} theory of operational Mathematics Mc Graw- Hill company 186- 
New York, 1937. 


۸4 





























فعند استخدام (7 وقواها للدلالة على مشتقات ١‏ تصبح 


2 3 
من‎ +B) = و‎ + DEE DEE Da 


- (1+ D+ هم‎ + 2 +. .. (b) 
با ستخدام التسلسلتین الاسيتين لكل من عدم‎ 
8 ۳ 13 قسن‎ 
۳ بر ور‎ ۱ 


یمکن كتابة الژثر التفاضلي في الطرف الایمن من العادلة (ن) رمزیا كالتالي : 


3173 2 
i SR, )2.4.5(‏ + ی + تم 2 1 غير 1 


وعلیه يمكن كتابة (۸ + )ر هي الاخری رمزیا بالشكل الا 


Fh) = Py). (2.4.6(‏ مار 

بوذ :2 بدل 

بوضع بدل نه و بن بد.ل ( + :)ر بو بدل (:2)ة تصبح العادلة 
السابقة 

Jr = با(‎ (2.4.7) 


با مثل . بوضع ۸ - بدل ۸ في المعادلة (2.4.6) تصبح 
h) = e"? )۸( (2.4.8‏ — مار 


وكالسابق بجعل ر = y(z)‏ م - :)7 = U‏ نحصل عل 


Jı = e *Py,, )2.4.9( 


یمکن الان ختابة الفرق, التراجعي الاول ,۲ [ في العادلة (2.4.1) ] بواسطة 
المعادلة (2.49) كالتالي : 


yy = [1 ey; )2.4.10(‏ — ولا = Vy‏ 
او باستخد ام العادلة (2.4.5) 


۹۰ 


۱ ۱ ۵2۶ (۶ 4 ۱ 
و۲‎ — fi 


MM يام‎ gl A 


hD Rh D® 8 
۱ - 2 EES 


Dw. )2.4.11(‏ | رت 
تعطي العادلة (2.4.11) مفكوك ,۲ بمتسلسلة لانهائية في جمیع مشتقات 7 عند 
اذا ماکتبت العادلة (2.4.10) بصيغة تأثيرية ( (وجم‌زنمدممه ) صرفة ‏ باسقاط :ل 
من طرفي المعاد له 
(2.4.12) 
فان من المکن استخد ام«قواها»لتقييم مفکوك التسلسلات للفروق التعاقبة لاية دالة. 
وهگذ! بتریع المعادلة (2.4.12) واستخدام العادلة (2.4.5) يمكن الحصول على الفرق 


هم — 1 = ۲۷ 
:2 


: بالشكل التالي‎ ۶ 
292 3 (1 ت سم 35 1( لك 2ع تن‎ 2e7) 
20 4۶ 8٩ | ۰ 
+) 1۲ ۲ 3۳ - 5 FF -...( 
gD RD _ RD? | WD' 
5 TT AF 7 3 2 E 
G2 = تقر — تومل‎ + fyhtD* — .... (2.4.18( 


بالمخل بتكعيب المعادله (2.4.12) اوضرب العادلة (2.4.12) بالمعادله (2.4.13) نحصل 
على : 


۲۷۶ = h?D? — ğh4D* + $hDS — ۳ (2.4.14) 


ببنما تعطى قوى المعادلة (2.4.12) الاعلى مفكوكات :۲۰ بدلالة مشتقات 7 عندة ٠‏ 
وعلى العكس لابجاد مشتقات ۷ بدلالة الفروق ‏ تحل العادلة (2.4.12) للمقدار هسم 


(2.4.15) اا سيق 


۱ 








ثم بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي المعادلة نحصل على 
رد ۳ ۱ 22 2ق ی 
اجب بم = (۳ - 1( وا = In e2 = ~hD‏ 


وعليه فان مفكوك المشتقة الاول 7 بميسلسلة فروق لانهائية هو 


4 3 2 
(2.4.16) کب + ۲+5 - ۸ 


وباخذ القوی التعاقبة للمعاد لة(2.4.16) نحصل على تعابیر لشتقات اعلى بدلالة الفروق 


جر + هو + WD’ = ۷۶ + ۷: + FV‏ 
و + هو + 3۳4 + ۷۹ = MDS‏ 

MD“ = ۳۹ + 2۳5 4 98 ; 

hêDs = Fs + $V 4 ل وه‎ .., 


(2.4.17) 


ان مفكوكات الفروق ,(2.4.11) ,(2.4.12) ,(2.4.13) ,(2.4.16(,)2.4.14) , (2.4.17) 


تجيز الاشتقاق البسيط لعاد لات التفاضل وحيسدة الجانسب( 0غ (uniloteral dif erentia‏ 
واخطائها . 


متل ابح ل المعادلات (2.4.11) ,(2.4.13) (2.4.14) لقيمة721,2*,1 على التوالي نحصل على 


hD* RDS مورف‎ 








۲ 
2 
FP’ )2.4.18(‏ - بو + بر - هو 
۶ _ 3524 ر ۲ pa‏ 
RTS E‏ 
ی ا ا ا 
ان المتسلسلة الاسية لمفكوك z(‏ + 1) و1 هي 
3z‏ 4 73 22 
د ا مح ا جح ماروا ص 1811 


۹۲ 





بأخذ الحد الاول فقط من كل متسلسلة . نحصل على : 
Dyi = ۲ (yi - yı) + 0(,‏ 


1 
Dy: = جر‎ (Yi - 2u ٩ ya) ۳ O(R), )2.4.19( 


1 
Dy = چر‎ (yi - 3 + بلط‎ — Yu) ع‎ 0(M), 


حيث الرمز (0)۸ يعني ١‏ خطا من رتبة ”7 » ويساوي مجموع الحدود الهملة فى العادلة 
(2.4.18) . 


شكل ١١‏ -4 ) مزثرات الفروق الخلفية ( التراجعية ) 


وبالثل . یمکن ابات ان تقريب المشتقة 7 بالحد الاول من مفكوك الفروقات التراجعية 
فيه خطا من رتبة ۾ 


۹۳ 











ل على معادلات ذات خطأ من رتبة ”7 بيجب استعمال الحدين الاولين من 
مفكوك المشتقة . وهکذا. بحذف *۸*2 من العادلتین (2.4.11) ,(2.4.13) نحصل على 
apap?‏ — ور + ۲ 
DS 49] .,,‏ 


او بالمعادلتين (2,4.1) ,(2.4.2) 


1 
yu) + 00 (2.4.20)‏ + ره — (vy:‏ رو = Dy:‏ 
وبالثل . بجمع المعاد لتين (2.4.13) ,(2.4.14) نحصل على 
زرد RD?‏ = ۳۶ + ۲۶ 
او با معادلتين (2.4.2) ,(2.4.3) نحصل على 
Dy; = 1 (2y: — oy + 4 2‏ 
Ju ~— Yu) + 0)88( (2.4.21)‏ بل ¬ لاك ور ۳ : 
وعلى العموم . لو اخذت اول «من حدود مفکوك المشتقات في فروى تراجعية بنظر 
الاعتبار فان المعادلة المرادفة تكون ذات خطأ من رتبة ”۸ 
ان الجزیتات الرياضية "۱۵۱66۱۱68 mathematical‏ “في الشكل 2.4 تعبرعن المشتقات 
الأكثر شيوعاً بدلالة الفروق التراجعية مع رتبة الاخطاء المرادفة . 
2.5 الفر و ق الامامية Forward Differences‏ 
كما ان الفروق الخلفية تعرف بدلالة نقاط كلها على يسار . كذ لك فان الفروق الامامية 


ان تعريف فرق ن الامامي الاول هو : 


(2.5.1( زب — YJ,‏ = زرط 
ويمكن كتابته رمزياً بواسطة المعادلة (2.4.7) 
2.5.2( 1 - هام = A‏ 


وللفروقات الامامية المتعاقبة 
2y, 35 Yi‏ —~ بر = 7 
Yi, )2.5.3(‏ 20-35 317 ج م3 — Ay; = Yr,‏ 
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معاملات مرتكزاتمساوية لمعاملات مفكوك ذي الحدين»(م - »)وهي مرتبةفي الجدول 





2.2 
1 Yi Ay: Ay: أ‎ Ay: | Ay: | Ay; 
0 1 ۵A0 Ayo و‎ Ao Ayo 
1 ۸ 2۷ Ay: Ayı A9 
2 | د | ونه | عرش | ون‎ | 
3 دل ا‎ 25 23 
4 | Y4 294 
5 Js 


























جذول ( ۲-۲ ) جدول الفروق الامامية 
لاجل فك مشتقات الدالة بدلالة الفروق الامامية تحل المعادلة(2.5.2) لقيمة 2م ثم 
يؤخذ لوغاريتم الطرفين * 


۵2  ىت‎ A 
ما ع راز‎ )1 +A) < مج( له‎ 


(2.5.4) اط 
بأخذ قوى هذه المعادلة نحصل على : 


۶... + 345 — كو جد + A? — A3‏ = :تر 


(2.5.5) ز... ع كشي + *3۵ — A?‏ = ۵3 
...۵رد + A* — 2A5‏ = 4[ 
A — 3۵6 + AT — ....‏ = 55 
وبالعکس بفتح المعادلة (2.5.2) نحصل على : 
h3D3 ۹۹‏ 132 
FoF ToT qT Fs (2.5.6(‏ ين حك 
وباخذ قوی ۵ . نحصل منها على : 
ی + A? = hD? + 88 + yh*D*‏ 
RSD + ...; (2.5.7)‏ + و + A? = RD?‏ 


۹۵ 
































من الممكن اثبات کون الخطأ في مفكوك الشتقة بدلالة الفروق الامامية [ العادلات 
(2.5.4) و(2.5.5)] والتي تحتوي على «« من الحدود يكون من رتبة ٣م‏ . 
۱ تعطي الجزئيات الرياضية في الشكل 2.5 تعابير المشتقلت الشائعة بدلالة الفروق الامامية 
رتبة الاخطاء المناظرة فا فى المشتقات 5 


1 1+۱ +2 1+3 ۱+4 1+5 
۳0 


EE 
SSS ۱ 
تلاسر(«‎ 
e 


شكال :ه .م ؛ مؤثرات الفروق الأمامية 
6 صيغ الاستكمال لكريكورى - نيوتن 
Interpolation Formulas‏ 62۳۵۰0۳۲-۵ 

في المسائل اند سية توجد صيغتان مهمتان في الاستكمال من السهل ايجاد هما بطريقة 
الفروق الخلفية وطريقة الفروق الامامية للدالة . 

لنفرض ان قيم دالة ما . قابلة للفك بمتسلسلة تيلر . معلومة عند نقاط الارتكاز في فترة 
تعريفها وان هذه النقاط منتظمة التباعد 8 . وان » هوالاحد اني السيني للتقطة التي نرغب 
45 ۱ ۱ 














ابجاد قيمة الدالة عند ها هو م + م حيث « أي عد د حقيقي . بفك y(a + zh)‏ 
بمتسلسلة تيلر حول النقطة 8 ينتج : 


y(a + zh) = ')e( + 3 ے رو‎ 
7) + 2۳ (a) + “gy (@) + ۷0۳۳) + .... 0 


ان صيغة كريكوري - نیوتن للاستکمال الامامي تننتج بتعویض الفروقلت الامامية 
العطاة بالمعادلة (2.5.4) والمعادلة (2.5.5) . بدل مشتقلت الدالة ي عند © 


في مفكوك ya + xh)‏ . وبالتعویض في مفكوك (:ه - »)ر عن مشتقات ل عند 0 
بد لالة الفروق التراجعية المعطاة بالمعادلة (2.4.10) والعادلة (2.4.17) نحصل 


على صيغة كريكوري - نيوتن للاستكمال التراجعي . ويمكن انجاز هذه التعويضات > 
وللقارىء ان يتحقق من ذلك مباشرة ٠‏ بالطرق الرمزية : 
من المعادلة (2.5.2) 


۵ 1 1 < من 
بوضع و بدل ب في العادلة (2.46) ووضع 6م بدل ۸ فیها نحصل : 


y(a + ah) = e*Py(a) = (e*P)*y(a), (b) 


وعليه فانه يمكن كتابة مفكوك المعادلة (و) رمزیا : 
0(۰) ون( + 1( = zh)‏ + مان 
ان مفكوك ذي الحد ین ۶( علب 1( في هذه المعاد لة بعطي صيغة الاستكمال 
الامامي : 
مو ج + وه + 1| = ah)‏ + 70 


+ 3 EZDE=D ...جم‎ lu. ادمع‎ 


وبالئل بالنسبة للمعادلة (2.4.12) 
كذلك اذا ماعوضنا ©.بدل 2 70 بدل م في المعاد لة (2.4.8) 
ر(6۳(۳۷)0) = y(a — ah) = e *Py(a)‏ 


4 
م /۷/ الطرق #مد دية في الهند سة ¥ 
































ويكتب مفكوك y(a — zh)‏ في المعادلة (9) رمزيا 


y(a — ah) = (1 — V)*y(a). 


كما ان مفكوك ذي الحدين للمقدار (9 - 1) يعطي صيغة الاستكمال التراجعي 


بس ر + مم - | = (له - مر 


)2.6.2( .من 1 نخد نهف ۰ ٩‏ 


مثلا لواعطينا قيم و مزه = ر لقيم* “1001213 = ه0 فان قيمة 6 دنه عند 
0 تحسب كما مبين فى جدول 23 بالفروق الامامية . بكون 


zh = )20( = 4“ a = 10° 


























ھی 
Yi AY: Ay; Ay:‏ ?0 1 
0 0.00006 — 0.01716 0.17365 10 0 
0.00006 — 0.01710 0.19081 11 1 
0.01704 0.20791 12 2 
0.22495 13 3 
جدول ( ۳-۲) 


1 1 EN: 
sin 10°20’ = 0.17365 + Ê (0.01716) + (- 0.00006) 


4 B-DC (o) - 8 


واننا نحصل على نفس القيمة باستخدام الفروق التراجعية التي ناخد فيها 13 = ۾ 
$ = (2°40 =) ۸ا كما مبين بجدول 2.4 


sin 10*20 = 022495 - (0.01704) + BE) (-0.00006( 
_ 00 لم‎ = 
ى‎ )0( = 0.17938 


(۰) الرمز )ه = و يقوم مقام قيم م من ے الى ۵ بفترات ا 
۹۸ 
































2 0 Yi ۷ Vy: Vy: 











0 10 0.17365 

1 11 0.19081 0.01716 

2 12 0.20791 0.01710 — 0.006 

3 13 0.22495 0.01704 -- 0.00006 0 








جدول 2.4 


ان قيمة 0 sin‏ الحقيقية هي 0.17937 


من الممكن استخد ام صيغة كريكوري - نيوتن لاستبفاء القيم خار- رج الفترة التي تكون فيها ر 
معلومة . فثلا » بواسطة الجدول 2.3 نحسب قيمة 13°30 وزو وبأخذ 0 -مء 
5۳ = (3*30) = ب في العادلة (2.6.1) 


sin 13°30’ = 0.17365 + )3.5()0.01716( + شرت‎ )--0.00006( 
= ۰ 


وهده القيمة صحيحة لاخر رقم حسب 


۳ 





شكل ( ۲-۹ ) نقاط الارتكاز للفروف المركزية central differences.‏ 
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2.7 الفر و ق الر ۳3 ية Central Differences‏ 


لقد تبين في البندين 2.4 ۰ 2.5 ان الفروق التراجعية والامامية تقود الى تعابير : وحيدة 
الجانب ۰ لمشتقات الدالة ر يكون الخطا فى ابسط اشکاها من مرتبة 7 


ان الفروق الزكزنة الي تضمن قاط ارتكاز متمائلة التوزيع بالنسبة للنقطة 1 هی ادق 
من الفروق التراجعية اوالامامية وذات فائدة متميزة في حل مسائل القيم الحدودية . 

دكن لم 11 (): معلومة عند نقاط ارتکاز: منتظمة التباعد . وللوقت الحاضر 
عند منتصف الفترات المحددة بنقاط الارتكاز( الشكل 26 + ان فرق ()72 المركري 
الاول عند :يعرف بالتالي : ١‏ 


۰ 


h 
8: = 10 + 16 = 3 
= Yes — Yi. )2.7.1( 
: والفرق الركزي الثاني عند 1 هوالفرق بين الفروق الاوف‎ 
5y: [وبد مین = وزوب 8] = ویب ومن ¬ مربوربمل] = ۵۵ ع‎ 
= Yr, — 21/١ 
: كما ان الفرق ذا الرتبة < يعرف بالتالي‎ 
2*۷: = ۵)8( = 


]1/ ور-وربی] - اویل ¬ وود ويب‎ - Ye) 4` 
Yr — 2y: + Ya. 


/ 


2.7.2( 
وهذا بقودنا ای : 
)2.7.3( ;ورال س رودل + وبلق ¬ پربملا = الق 
4y, + 6y: - 4y + Yu. (2.7.4)‏ - با = êy‏ 
ان معاملات قيم الارتكازفي الفروق المركزية هى نفس معاملات مفكوك ذي الحدين 
۴( - ) ان الفروق المركزية قد سطرت في جدول 2.5 


Table 5 
Central Differences 





























2 Yi öy: êy: êy 9و‎ uêyi | pêy: 

اسر سس وروی | | 9 

1 yı 2۷ و‎ uöyı 

:۲*۷ _| _ولاقس )|| لاق 8 لك 0 12 2 

و | OJ:‏ 343 وق 8 0 1 3 

دلقم | ووو الل ر | 4 
سح ج وورين ر اک يما بس يد 

5 Y5 





























جدول ( ۲-١‏ ) الفروق المركزية 


ان جداول الفروق المركزية تعطي طريقة سهلة لتدقيق قيم الدالة المستخرجة بأية ظريقة 
كانت . بظهر لنا من جدول 2.6 انه اذا اصاب قيمة الدالة عند ۶ خطأ قدره » بحيث ان 
> ا تظهرفي الجدول بدل :> ٠‏ فان الخطأ ينتشر خلال الفروق التعاقبة بعوامل 
مفكوك ذي الحدین*(0 - 0).اذا كانت الدالة ملساء الى حد ما ۰ أي أن مشتقاتها المتعاقبة 
تتناقص في قيمها العددية وان مشتقتها من رتبة ۰ تقترب من الصفر كلما زادت م 
فان ( +0 يصبح فعلا مساويا القدار "2 وعليه فحالما تصبح نسب 
المقادير ۰ مساوية تقريبا نسب معاملات ذي الحدين 3 نستطيع حساب قيمة > 

وبالتالي قيمة ۷ الصحيحة . 



























































































































































Table 6 
Diffusion of Error in Central Difference Table 

2 € 9 8e 83 084 8: 8€ LLG ê 
2-8 € 
7 - 2 ۳ € 2 سا ع0 س‎ 0 28 
2-1 ۱ € 7 - ع4‎ 10 15e ET — 56e 

0 € 5 2 3 ع6‎ EET سس‎ 206 35 70e 
1+1 3 3 — 4e 15e — 5e 
E € 5e 6e —- 216 28 

TES چس سس‎ Te 4 





























جدول ( ۲-۹ ) انتشار الأخطاء في الفروق المركزية 


۷۰۹ 









































Table 2.7 











































































































1 | و27‎ Yi Yi 8y: 8y; 8*y; êy; 8y: 7, 
1. EE 

لاس مسج 1.00000 _ 0 هك 

للم 0.01106 7 0.1 | 2 

ون هنن ی 1.22140 0.2 | 3 
سس | 0.39993 -— . 0.08127 : 0.12846 . | 

لل |إ 1.19988 انس | 0.31083- 0 | 40 0.3۱ | 4 
gog 79995 Tg 35950 28‏ | 0.23856 تس 22196 ۳۲۳۱۲33 
نس 0.79995- : 24156 .0 : 0.07690 تاا 

| 0.31983 - 0.09650 2 ۱ | 6 
7 اس ]0.17940 ا 

سس 0.01823 19 0 7 
سس سس | 0.19163 سال 

80075 

جدول (۲-۷ ) 


مثلا فى جدول 2.7 ۰ الذي يحتوي على الفروق المركزية السبعة الأولى للدالة *6 = ل 
للقيم 0)1(0.7 = = يلاحظ ان :رة حول 5 = 1 لها قيم تتناسب بصورة تقريبية 
مع 1- ,3+ ,3- ,1 وعليه فان 


57 ل 0.24156 + 0.23856 + 0.08127 = 3e + e = 8e‏ 361 لدع 
;0.63966 = 


0.07996. 


تيع 


وبالمثل فان :رة تعطي ( لاحظ ان :2*7 لايمكن حسابها نتيجة للنقص الوجود بقيم 


الارتكاز) 

3 - 0.48012 + 0.31983 + 0.08010 = »15 = 0 + ع4 + 4e + 6e‏ دع 
;1.19988 = 
.0.07999 = مي 


ان قيمة » المستخرجة من الفروق الخامسة والسادسة والسابعة هي 


ef = e7 = 0.07999,‏ س دقع 
وقيمة 76 المصححة تكون 


.3 ح- 0.07999 - 1.57182 


1 
حيث ان آکثر من قيمة واحدة للدالة :1 قد تتأثر بالأخطاء ۰ وحيث ان هذه الأخطاء قد 


۱۰۲ 




















تنتشر . فان من المهم ملاحظة أن الفروق ذات الدرجات الأعلى قد تتأثر بتراكيب ( توافيق ) 
من الاخطاء وتصبح أقل ثقة في حساب الخطأ من الفروق ذات الدرجة الأدنى. 

لاجل التخلص من قيم. ب عند النقاط الوسطية ... ,4 + ” ,4 2 ۶ - 1 ,... 
التي تظهر في تعا بير الفروق المركزية الفردية . نعرف فروقا فردية معدلة ( موسطة ) جديدة 
عند : على أنها متوسط الفرقين المركزيين الفرديين عند 4 + و , 4 - ن 
وبالتالي فان الفرق التوسط الأول عند : يكون 


(Sys + yiy) = (yr, ح‎ YD حك‎ (yi — yD] = (yr, — YD. (a) 
ان عملية التوسيط هذه مكافئة هندسيا لأخذ الیل عند 1 مساويا ميل الوتر ۳,۳ ۰ عوضا‎ 


عن ميل الوتر :2:2 آوالوتر ,صرح ( شكل 2.7 ) . ويرمزعادة لعملية التوسيط المستعملة 
فى الحصول على المعادلة (و) بالمؤثر بر الذي يدعى بالموسط ویعرف بمابي : 


Yi). )2.7.5(‏ + وجب )+ = زرا 





شکل ر ۲-۷ ) متوسط الفرق الركزي- 


وباستعمال الوسط يكون الفرق التوسط الأول 
[yiy + Sys] = (yr — y0. (2.7.6) 5‏ = رقم 
بيط الزثرات بو ايعلاقة بسيظةبقي لوا + عند تریع. افزلر .2 


0و + مر + ون + ماو = [(يبين + چا = شیر 
2y: + y0,‏ + ,20 = 


۱۳ 


وبتاثیر (4/*ة + 1) على :۷ نرى بالمعادلة (2.7.2) ان 


نو + و2 صن ل ل ودين 1 
Yi Yi‏ 7 + = ولا 4 ( 
(yr + 2y: + yD) = py.‏ = 
وعليه من الممكن الكتابة بالشكل الرمزي : 
82 
(2.7.7) 4 + 1 = ثير 


تسمح اللمعادلاات (2.7.2) ,(2.7.6) ,(2.7.7) بأن نفتح مفكوك الشتقات 
ل 1 بدلالة فروقها الركزية وبالعكس يمكن التعبيرعن مفكوك الفروق بدلالة المشتقات 
وذلك بالطرق الرمزية . 

تصبح المعادلة (2.7.6) بواسطة المعادلتين (2.4.7) ,(2.4.9) كالتالي : 


1 1 1 
yi‏ و ¬ PY‏ و = (۷ - ۷) ج = :۵۷ 


و ww‏ 
sinh (hD)y:‏ = بن تست ت 


وتصبح رمزيا بالشكل التالي : 
sinh (AD) (2.7.8(‏ = قير 
بتذكر مفكوك تيار للجيب الزائد ي 
کي ر ثبع 5 
00 + 7 + و + نه = sinh a‏ 
يكون مفكوك الفرق المركزي الوسط الأول بدلالة المشتقات 


۱ 5 MD RD’ 
ود + س + ررم = و‎ +... (2.7.9) 








وبا مغل » باستخدام المعادلات (2.7.2) , (2.4.7) ,(2.4.9) يصبح الفرق المركزي 
الثاني 


۱۰ 


۱ hD —AD 
êy: = ۳م‎ - 2y + ey = 2 ر‎ 0 9 Yi 


1 


2[cosh (RD) — 1]v:. 
cosh وباستخدام مفكوك الجيب تمام الزائد ي‎ 


3 4 
cosh نه‎ = 1 + û + +... 


يمكن كتابة الفرق المركزي الثاني رمزيا بالشكل : 


h4D+ h Ds 
9 — 2 
6 72102 + 10 FT B6 Fr 





)2.7.10( 


وعل نفس النمط یمکن الحصول على نفس النتيجة بفك الفرق الركزي الاول غير الوط 
فى متسلسلة [ العادلة (2.7.1)] 
ر( e‏ - ةاطام) = وبين ¬ وږل = بلاق 


تفن ۳3 


نري مده 
Jiy‏ + بت + ير + هم = م( ده 


ت 


ومنها بصورة عامة 
AD‏ ۱ 
sinh” 0 )2.7.11(‏ ”2 = عق 


وبصورة خاصة حیث2 = » نستخرج العاد له (2.7.10) . 


ان حاصل ضرب العادلتین ( 2.7.9 ) و( 2.7.10 ) يعطي مفكوك الفرق الوسط 


الثالث 
hD’ (7‏ 
(2.7.12( و + س + س + ٩‏ = نوي 


كما ان مرب العادل» ( 2.7.10 ) يعطي مفكوك الفرق المركزي الرابع 
REDS‏ فوفر 
(2.7.18) ود 4 ليك + D+‏ = ين 


۱*6۵ 











وعلى العكس . للحصول على مفكوك المشتقة الاولى بدلالة الفروق المركزية تحل المعادلة 


( 2.7.8 ) للمقدار ۸2 : 
sinh" (u8).‏ = هو 
وبالتعویض بمتسلسلة ج 1٣ط‏ ہاو 


5 5 
سپ کے ہے د من طمنو 


تؤقيرق3 363 
AD = yê 4 0‏ 
0000 40 و اي 


وباستخدام العادلة (2.7.7 ) لاقصاء القوى الزوجية للمتغير م يصبح مفکوك ‏ 
اخيرا كالتالي : 


)2.7.14( 3 ین ا *- 0( داوم 


باخذ قوى ۸2 واستعمال العادلة (2.7.7) مرة اخرى للتخلص من قوى رو الزوجية . 


نحصل بالثل على : 


6 


+ - ۵2 - ]| 
7 85 
5 ۳ ب - 37(3 


۵٩ . ۶8‏ 
سس سس لد - - 84 ع Di‏ 
240 60 8 4 


باسيخد ام الحد الاول في هذه المفكوكات 2 يمكن تقريب مشتقات 1 بد لالة مفكوكات 
الفروق ال!ركزية التي اعطي خطؤها > بدلالة الفروق ايضا 


۱۹ 





2101 = (yr, — رن‎ + 26 


5 3 
0 - وق + )برد | 


و + 2y: + yı‏ — بل = بر[ 
85 84 
[e = 0)82([‏ |«( - دق -) - 


(2.7.16) 26 سل Yu)‏ ند 21 + 211 (Yrr as‏ ج برو3ر[9[3 


7 8 
ات9 - وي + )رده 


14104 = yr, — 4y, + 6y: — 4y + ورن‎ + ea; 


اه ید اد 
| (... 156 6 ) -» 


۳ 0-93 ۳ 
م 
02 


بمقارنة هذه العادلات بالمعادلات (و.2.7) الى (2.7.18) يثبت ان الخطأ فى 
المشتقات المناظرة هو من مرتبة *۸ ولذلك فان الفروق المركزية الموسطة هي اكثر دقة من 
تعابي رأي من الفروق التراجعية اوالامامية کماان من الممكن اثبات انه عنداخذ الحدين الاوليين 
في هذه الفکوکات [ معادلة (2.7.14) والعادلة ( 2.7.15 ) ] فان الخطأ في الشتقات 
المناظرة يكون من مرتبة “۸ .وانه عند اخذ 7 من الحدود يكون الخطأ من مرتبة 1*۳ 
ان جزيئات الشكل 2.8 تعطي تعابیر الفروق المركزية الاكثر شیوعا للمشتقات وهي ذات 
اخطاء من مرتبة ۸ ,“۸ 


en" p*-(1 (8)3) 6 
en =1 2س(‎ G9) 6 


)0( 


رع» (ق) (رع» (8) 
OOOO‏ 


شكل ( ۲-۸ ) مؤثرات الفروق المركزية 
و و قاعدة نت لیات للاستکمال Sterling’s Interpolation Formula‏ 


من المکن الحصول على قاعدة استکمال مبنية على الفروق الركزية الوسطة من مفكوك 
تيلر ( العادلة ه بند 2.6 ) وذلك بالتعبیر عن مشتقات ن عنده > «بدلالة الفروق المركزية 
الستخرجة في البند 2.7 كالتالي. 


3 
ya + zh) SS ... | (م‎ 


E 5ق‎ 
+e (t+. سر‎ EG 


[ س 2)2 2 
و لا ب دوم پچ + م رو + ممه + - 


0 ۱ ئ (4 - 1()2 ده 
...4 = 2 - ا اه ور اک تال لكي 


[at — ب‎ — 1*1 + gl (a — D(z = 4)... 
.من | ...+ ردب ني‎ (28. 


تدعى العادلة (2.8.1) بقاعدة سترلنك الاستكمالية. 
متلا بدلالة الجدول 8 حيث دونت ۵ موه = ب لقيم *0)5*(30 = 9 تحسب قيمة 


: م) كالتالي‎ = 15°, ۶ = 5°, z = 0.2( tan 16“ 


۱۸ 





tan 16° = 0.2679 + 0.2 6 8 E 20 0045 + 7 0.0017 





0.2)0.2* - 
E 


0.2*)0.2* - 1( 
۱ 





0 ly د‎ tan ۵ uy 31 یز‎ 


0 0.0000 

5 0.0875 0.0882 0.0013 
10 0.1763 0.0902 0.0028 0.0016 0.0002 
15 0.2679 0.0938 0.0045 0.0017 0.0000 
20 0.3640 0.0992 0.0062 0.0022 0.0009 
25 0.4663 0.1067 0.0088 
30 0.5774 

















مشا 


جدول ۸ ۲۰ 


5 استکمال لکرانج لنقاط غير منتظمة التباعد 
Lagrange’s Interpolation for Unevenly Spaced Points‏ 
تبنى الصيغة الاستكمالية لنقاط الارتكاز غير منتظمة التباعد بامرار متعدد حدود من 
درجة 7 في ([ + «) من النقاط . لنفرض اننا اعطينا النقاط التالية 
(Zoo); (YD; (ZY); ...; (Tnyln), (2.9.1)‏ 
و فمتعد د الحدود 


P,(z) = Crepk(z) ۱ 
= C(t  هجن( (سينة ل ند) . . . وه‎ )2 — Tera). .(t - 2) 


يساوي صفر عند جميع بم عدا ۾ 


ولكي تكون قيمة 2۰ تساوي واحد عند .ته = « ينبغي کون : 


1 
92 
Ce 3 2 30) ) ب‎ Z0. . (Zk (1سبرتة ها‎ (Uk aa Tk+1) ۰ . (Zk [لمند بسح‎ 2 9 ) 


وان التركيب الخطي لتعددات الحدود ذات الدرجة ” 
(a) 2.9.3)‏ رن 2 = P(a)‏ 


۱۹ 

















يمر خلال (1 + ) من نقاط المعادلة ( 2.9.1 ) لان 


تسمی العادلة ر 2.9.3 ) بصيغة استکمال لکرانج : 
على سبیل الثال خذ النقاط اليالية (13,20) ;(7,12) :(3,5) :(1,2) 


کون 
نع 1 
114 (18 - 7()1 - 3()1 حتك 
5 1 
نو )18 — Grê G-DG =7 CG‏ 
OS ۳ ۳‏ 1 
114۰ 31ج C=‏ 
0 اس 1 
Cı = ST TOF OFZ > 80‏ 


لايجاد قيمة (:)2 عند 4 = 7 نحسب (2,)4 


,27 = (13 - 7()4 ¬ 3()4 - 4) = (4)وم 
pı(4) = (4 - 1)(4 - 7)(4 - 18) = 81,‏ 
,27~ = (18 - 3()4 - 1)4 - 4( = (4)وم 
(9- = (7 - 3)4 - 1)4 - 4( = (4)وم 


P(4) = —~21,(2) + 84)5( + ,22-)12( - +8520) = ۰ 


0 قواعد التكامل بد لالة استكمال القطوع المكافئة 


ntegration Formulas by Interpolating Parabolas 


عدي لايمكن ان تستكمل دالة في حد ود منتهية أو أن ايجاد قيمة التكامل قد تكون 
مرهقة فإنه من الملائم انجاز التكامل بالطرق العددية . 


۷۱۹۰ 














يمكن الحصول على ضروب من قواعد التكامل بامرار قطوع مكافئة في عدد من نقاط 
ارتكاز الدالة المكاملة ( 4سصدموهامز ) ثم استعمال المساحات تحت القطوع المكافئة كقيمة 
تقريبية للمساحة تحت الدالة المكاملة . 


لواعطينا قم ارتكاز (7)2 
fi firt fi, 5-7 (a)‏ ر1-:[ وول 0 


النتظمة التباعد ۸ . وأخذ نا نقطة الأصل عند := = 2 ( دون فقدان العمومية ) . فالمستقيم 
Ax + 2‏ = سار 


يمرمن (/0) .۰ بل بشرط أن یکون 





fi. 0-1‏ حص دام 
وعليه فإن القطع الکافیء من الدرجة الأولى هو 
(bı‏ ده سا = f(a)‏ 
ونقرب المساحة تحت ()/ بين «١0‏ بالمقدار 
fh = Ê (f + fre). 9.10.1١‏ + © = يو وا / 1 


تد عى هذه الصيغة بقاعدة الشبه المنحرف اذ أنها تقرب المساحة تدعت شريحة واحدة 
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ان القطع الكافيء من الدرجة الثانية 





1)2( = Au? + Bx + 0 (e) 
يمر من النقاط‎ 
)- لحر‎ (Of, (hufir 
اذا کان‎ 
بم عردم ,الحاو مط فح ع‎ 


والمساحة تحت هذا القطع الکافیء بين 7-۶ تكون 


Bı = |" د مو مر‎ Ê 4 + مرو‎ =F 
5 3 با دوع‎ + 4f + fia]. (2.10.2) 


هذه قاعدة سبمسون ومز ) المثلثة لساحة شريحتين عرض كل منها ۸ 
بالمثل تكون مساحة شرائح تحت القطع المكافىء 0) ,(0) بين 27-,/2+ 


Bı = / * و‎ = 7 (2fi — fi + 2fi]. (2.10.9) 
2 


ان القطع الکافیء من الد رجة الثالثة 


f(z») = Ax? + Bx? + Cx + D (e) 
له مساحة موزعة على ثلاث شرائح عرض كل منها ۸ هي‎ 
6, ۳9 f(z) dz = 7ق + فقو‎ 0 
ومساحة شريحة واحدة هي‎ 
C= fh 10 ds = pyBh? + Dh 8 


ان العاملات 8 ۰ 2 من القطع الکافیء ©) المارمن النقاط ‏ در ده هي 


1 
B = ys (fo ~ سور‎ fe 3 f; 


۲ ك4‎ 
D = Te (—fo + و9‎ + fs - f. 


و عليه 
(2.10.4) و (و - و13 + 137 + (~fo‏ ب ± (u) dz‏ 0 01 
24 2/- 


f0. (2.10.5)‏ + وق + ررق + (fo‏ 3 لا 00 
2 - 


تعرف المعادلة (2.10.5) بانها قاعدة الثلاثة أثمان لسمبسون لمساحة ثلاث شالج 
عرض کل منها 1 وفي متناولنا استخدامها مع قاعدة سمبسون الثاثية لكي تغطي عد داً فردياً 
دن اسراح . 
من الممكن استخراج عد د غير محد ود من الصيغ بهذا الأسلوب . كما أن أي عدد 
من هذه الصيغ قد يجمع للحصول على صيغ جديدة . 


7 قواعد التكاملاتبمتسلسلات تیار 


Integration Formulas by Taylor Series 


لتقبيم الخطأ المتأصل من صبغ التكامل التي اشتقت في البند 2.10 يكون من الضروري 
استخدام ماوت تيلر للحصول على هذه الصيغ كما تم سابقاً مع صيغ التفاضلات . 
بأخذ الشتقات المتعاقبة للتكامل 


ve) = 160 de; (2‏ 
ون f(D; y" = f(D; ...; ye = f;‏ ع “را 
يصبح مفكوك تيلر للمقدار (۸ + )ی حول ± 
١م‏ ....+ Bf"‏ + ور + GI‏ + مان = (1 + مان 


وعليه فان المساحة تحت شريحة واحدة وشربحتین هي 
ی 
(a) + . | eu‏ "ثرا 3 + )رو + مره - 
mm‏ وو [1e BS‏ 1 
- بو 


)2.11.2( .]... + هیچ وچ 22 = 


م /8/ الطرق العد دية في الهندسة ۱۱۳ 


لتعيين الخطأ في قاعدة الشبه المنحرف نعوض ,87 بدلالة الفرق الأمامي الأول من المعاد لة 
(2.5.6) 
Rf + ...[‏ + [... — ین — لو — hf + Bf — f)‏ = ره 
¥ 4 3 
f +I) - I - I +... (2.11.3)‏ - 
يظهر من هذا أن الخطأ عند استعمال المعادلة ( 2.10.1 ) هومن مرتبة *۸ وبال ٠‏ عند 
التعويض في العادلة ( 2.11.2 ) عن (0”)2:م بمفكوك فروقها المركزية من المعاد لة 
2.7.10( 
thf? + ...}‏ + رس ولد h{2f + fir ~ 2f + fia‏ = ور 





h hifi 
و‎ (fri + 4f + و جات بت — (وول‎ (2.11.4) 


يتبين أن الخطأ في صيغة سيمبسون الثلثية [المعاد لة (2.10.2) ]هومن مرتبة ۸° 
كمايمكناننبين ان الخطاً في صيغة الثلاثة أثمان لسيمبسون هومن مرتبة *۸ 

با مئل اذا عبر من :82 ,40م بدلالة الفروق المركزية يمكن الحصول على ,1 
بواسطة صيغة ذات خمسة نقاط خطؤها من مرتبة ۸7 


Dg گر — ع‎ is + 32 + 12f + 3271 + 7f) + 0(R). (2.11.5) 


كما يمكن الحصول على صيغ ,7 (المساحة تحت شريحتين ) ذات اخطاء من مرتبة 
9 ,.. 
وتستخرج بنفس الاسلوب. ان لصيغة السبع نقاط مجموعة معاملات معقدة 
وخطزها من مرتبة 5م وغالبا ما تفضل صيغة ويد ل(2816م77 ) الأكثر ملائمة وان كان 
خطزها من مرتبة "۸ 
Sf + fire) + 087.‏ لل fa‏ + 6 + رو + وق + Eg = 34 (fis‏ 
)2.11.6( 


يمكن اشتقاق صيغ احادية الجانب ۰ وبخطأ من أي مرتبة . بسهولة وذلك بتكامل 
صيغ استكمال نيوتن بين 2:۵ + ۾ 
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1) مان‎ - 1()z - 2 
31 


A? + 4 +... [7 مه‎ 


I = f ۲ + دومج‎ 
ASTA TE 

f(a). )2.11.7(‏ | ...+ مور ند 13 5 

بأخذ حدین من حدود التسلسلة تعطي العادلة (2.11.7) 

(a) = + fen) + (۰‏ اه و + 11 = A‏ 
بأحذ ثلاثة حدود من المتسلسلة نحصل على 
se) = f, + fes — fa +009.‏ | مهو - ۵و + |3 - Bı‏ 

)2.11.8( 


وبأربعة حدود العادلة (2.11.7) تعطي . 
ر | هه پل + مه وير - ۵و + 0 د 
(2.11.9) )0065 ند fis)‏ + هبلک نو رب19 + بو 1 31“ 


عندما يقتضي بسط التكامل العددي الى عدد كبير من الشرائح عرض كل منها بر فانه 
يمكن جمع العادلات المشتقة اعلاه وتقديم تراكيب احداثيات المرتكزات الناتجة من هذا 


الجمع على شكل « جزيئات رياضية » مع مرتبة الخطأ المتراكم . 
ان تكاملا منبسطا على م من الشرائح »= #الى 2-8. حسب قاعدة 


الشبه النحرف العادلة (2.11.3) ۰ مثلا › يعطى بالمعادلة : 


"OOO‏ ۱ سس 


(a) ۲۳۵۵820100۱ Rule 


ال ا 
(b) Simpson's 3‏ 
شکل (۲-۱۰) قاعدة سیمبسون 
Ff] + ev, )2.11.10(‏ + ری + ...+ و + ور + ورج = A‏ 


حيث يصبح الخطأ المتراكم . حسب نظرية المتوسط . تقريبا 


hî / / 1 h 1١ ) و‎ 222۳ 
= (f +f +... +L = وت قل = (مق) ۳ وچ عد‎ 20 
)2.11.11( 


وهو من مرتبة ۸2 


ان نفس الساحة المنبسطة على عدد زوجي من الشزانح م( . تصبح حسب قاعدة 
سيميسون الثلثية معادلة (2.11.4) 


A = Ê (f + یه + ...+ وله + و9 + رود‎ +f] + es, (2.1112) 


حيث ان الخطأ بصورة تقريبية 


5 
ل + + سات وم 


htn 1307 ) 2‏ ست 
(Zn) = —h‏ وم - ے 





عر E‏ 
(2.11.13) )ی 


وهو من مرتبة “رز 
ان شكل 2.10 بعطي ١‏ جزینات » قانوني الشبه النحرف وسمبسون الثلثي . 
لقد حسب التکامل التالي 


4 = sin ade مد‎ = 2 (e) 
0 0 


۱1۹ 


في الجدول 2.9 بطريقة الشبه النحرف وفي الجدول 2.10 بطريقة سمبسون الثلنية 





















































)۲-۹ ( شكل‎ 
Numerical Integration by the Trapezoidal ۵۰ 
ا‎ n < 2 n= 4 
h - ۵ h = 4 
2 sin 2 1 1 
0 0 1/2 0 1/2 | 0 
r/4 0.707 1 0.707 
r/2 1.000 1 , |_0 1 1.000 
322/۹4 0.707 1 0.707 
7 0 1/2 0 1/2 0 
ع بل | 1.000 و2‎ 4 
ا‎ 
n = 6 
h = 0 
2 sin 2 11 
0 0 1/2 0 
7/6 0.500 1 0.500 
7/3 0.866 1 0.866 
2/2 1.000 1 1.000 
2r/3 | 8۵ 1 0.866 
5r/6 | 0 1 0.500 
r 0 1/2 0 
2 3.732 
) ۲-۹ جدول‎ 
A, = (5) ۰1.000 = 1.571; e = 2-11 ۰100 = 21 per cent. 
4= 6 ۰2.414 = 1.896 ديم‎ 2-86 . 100 = 5.2 por cent. 
ك‎ (5) . 3.782 = 1.954; e = 2-5 . 100 = 2.3 per cent. 


اذا ما اضیفت شريحة واحدة ذات عرض 7۲/4  -‏ الى اتکامل بقاعدة سمبسون في 
حالة4 = »فان المعادلة (2.10.5) تعطي للشرائح الثلاثة الأخيرة ذات القيم 


fı = 0.707; fo = 1.000;‏ ;0 = ور ;0.707-— = ور 


dr 
AA = ومع‎ (1.000 + 3 X 0.707 + 3 X 0 — 0.707) = 0.711 (e = 0.57%) 


1۷ 

































































Table 2.10 
Numerical Integration by Simpson’s 1/3 Rule 
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س 


حير 


۳0 


حلم 


ساس ]يي سي سس ]سس يس | سسس 


سر 





)۲-۱۰ ( جدول‎ 
A, = 2 ۰4 = 4: وه‎ = 4.7 per cent. 
A= 5 ۰7.686 = 2.004; e, = 0.23 per cent. 


( ان هذا الخطأ الكبير سببه كبر معامل :نز النسبي في الخطأ من هذه القاعدة ) 
باضافة مساحة الشريحتين الاوليتين : 
gy (0 + 4 X 0.707 + 1.000) = 1.002 (e = 0.2%);‏ = ۵۸۰ 
تصبح مساحة الشرائح الخمسة 
)e = 0.35%(‏ 1.713 = 4 


2 التكامل بنقاط ارتكاز غير منتظمة التباعد 
Integration with Unevenly Spaced Pivotal Points‏ 
ینجز التکامل بنقاط ارتكاز غير منتظمة التباعد بقاعدة الشبه المنحرف بجعل ۾ متغيرة 
اوبصيغة من نمط سمبسون مستخرجة بدلالة ثلاث احدائيات صادية بتباعد ۸ ۸۰ء بوضع 
له -بدلا من ۸ المعادلة (۳) من البند 2.11 


y(z + ah) = y(z) + شد 2 + ( مر 7 > + رم *ه‎ f(t (+ . 


(e) + f(a) - 0 +.‏ - هب = (« - همان 


۱1۸ 


ااا سي سس ب م سس 











ilm AÛ Jf (hi firt باون‎ | 3: | hi-fi 
+ وبي‎ + 3fi + 3/0 + fi-1 ره‎ 
010 1.000 0.100 4 

0.1 
3| 0.691 3.45۵۱ 0.346 3.456 0.272 0.905 0.1 | 1 
0.2 
2 0.445 0.741 210.3 
0.4 
1| 1.371 |1.714 0.686 1.714 0.596 0.497 10.7 3 
0.8 
0 | 0.178 0.223 5 |4 
| 2.062 | 2 0.86 | 22 1.591 2 
A - 3‏ 4 - 4 0.795 = 4 
e% = 5‏ 5 ع 690 83 < ,69 
ا ل لس و لا ب و سح ا 
جدول ( ۲-٣۹‏ ) 


تصبح مساحة شربحتین غير متساويتين 


وس چگ + + (e‏ | = - م ن - ob)‏ + مر 





5 | + سر للع ب 
وبتعويض (ي) "۸ و (ب)””رةيز ضمن المعادلتين (2.3.4) و(2.3.5)نحصل على 


E Te E GEDE ESSE‏ جيم 


)2.12.2( 





يعطينا جد ول 2.11 تكامل الدالة ٠”‏ = ن بين مو5. 1با معاد لة(2.12.1) وبا معاد لةا(2.12.2)مع 
هم = 2 بحيث ان 


Bs = hi-fi + 3D 
واخيراً بالمعادلة(2.12.2)مع »-‡ أي مكاملين من - 1.5 الى » =0 بحيث‎ 


۰( + ل3) 3 = وهر 


۱۹ 





2.13 استيفاءات ريجارد سن Richardsor’s Extrapolations‏ . 


ما سبق ظهر لنا ان الخطأ في معادلات الفروق للتفاضل والتكامل يعتمد على التباعد ۸ 
بين نقاط الارتكاز وانه من مرتبة ۸ او؛ في صيغ التقريب الاحسن ۰ فقيمة المشتقة التي 
نحصل عليها بأخذ حد واحد من مفكوك فروقها المركزية و قيمة التكامل الذي نحصل عليه من 
قاعدة الشبه النحرف ؛ يكون الخطأ فيهما من مرتبة ٠#‏ ینم يكون الخطأ في قيمه الشتقة 
التي نحصل عليها بأخذ حدين من حدود مفكوك فروقها المركزية وقيمة التكامل بطريقة 
سمبسون الثلثية من مرتبة 4 


ان مرتبة هذه الاخطاء تقتنى بأخذ الحدود العليا من الفکوکات بنظر الاعتبار » غير ان 
القاريء سيلاحظ ان الخطأ : في جميع الحالات اعلاه ۰ في تعابير الفروق المركزية للمشتقات 
عند نقطة ما . 2 > یمثل بمتسلسلة من نوع : 


(2.13.1) ۰ +4 #6(صس)ور + #4(م)ور + «(ه)رر = e(z)‏ 


عندما يكون التغبير المقيم بالفروق مستقلاً عن ± . كما في حالة التکاملات الحددة : او 
عندما يحسب الخطأ بقيم تباعد ۸ مختلفة في نفس النقطة ‏ > فان لمتسلسلة الخطأ معاملات 
۱ ثابتة ويمكن كتابتها . 


e = تزيم‎ + cah + قروم‎ + ۰ * )2.13.2( 


وعليه فان قيمة (2) في مفكوكات الاخطاء من مرتبة :1 مثلاً . تساوي صفراً وسنبين 
هنا ان المعرفة بصيغة الخطأ تسمح باعطاء تقريب افضل عند حساب قيم المشتقاتوالتكاملات 
باقل جهد اضافي . 
لنفرض ان قيمة التكامل 4 قد حسبت عددياً باستخدام ,م ومن الشرائح طبقاً 
لقاعدة الشبه النحرف . أي باخذ 


a 6- a‏ دم 
= ور : 001 
n1 2 2 ns 7‏ 


اجعل ,4 و4 القيمتين التقريبيتين المتناظرتين . فاذا كانت كل من ,م و ,ررصغيرة 
لدرجة تسمح لنا باهمال جميع حد ود المعادلة (2.13.2) عدا|الحدلالاوا لإفانه يمكن ان نكتب 








:2 جح 0ك ے ,م - ۸ < ره 


nî 


“له حقلت دام - 4 = ا 
n3‏ 


۱۲۰ 


حيث ١ء‏ مجهولة . بحذف الثوابت المجهولة *(ه - ف)رء من هاتين المعاد لتين ثم حلها 
لقيم 4 الصحيحة نحصل على مایسمی بصيغة استيفاء h‏ 


00 n 
بم.,4۸‎ = 10 — 3 #3 An, — سس‎ An = aıAn, + ررمگلوه‎ . (2.13.3) 


التى تعطى تقريباً ممتازاً لقيمة 4 كلما كانت الحدود العليا من معسلسلة الخطأ قابلة للاهمال . 


مثلا بأخذ ۸۰ = 71 و 44 = 1.896 من جدول2.0 تكون قيمة التكامل الوارد فى 
بند2.11 تبعاً للمعادلة (2:18.3) 


22 
22 مت 4 
,2.004 = ۰1.571 - 4۰1.896 = 





و 4 
1.571 بو 1.896 42-275 - A24‏ 


بخطا قدره 0.2 بالمائة مقابل خحطأقدره 21با لائة 5.2 بالمائةفي ,۸ ,,4 على التناظر . باعادة 
الحساب لقيمة 4 = 6,١‏ = « نحصل على : 





= ويك 
بخطأ قدره 0.02 بالائة 
ان جدول 2.12 بعطي العاملات 
يه ا را 
عت سوت مره 


التى هى معاملات صيغة استيفاءة/ معاد لة (2.13.3) لنسب :0 « الاکثر ورودا لان العادلة 
(2.18.4) تعتمد على النسب ,7/۰ فقط . 


Tahle 2.12 
h—Extrapolalion Coefficients 





- 0 - 38 1.333333333 
~0. 8 1.8 

7 22 7 لس 
25.58 8 .- 


- - 7 3.2 7 
--- 2 3. 7602307002 
— 3. 2666666667 4. 2666666667 
-0 5 1.125 

—-0. 55 1.5625 

- 1 07 2.041666667 


جدول ( ۲-۱۲ ) معاملات استيفاء :2 


عند حساب ثلاثة تقريبات Ang, Ans An.‏ لقيمة 4 بثلاثة فواصل: ۸ ,:۸ م تتناسب 
عكسياً مع n,‏ رو يمكن ان نأخذ حدين من حدود معادلة الخطأ (2.13.2) ونكتب 


cı(b ~ a)? لوه ر‎ — 0“ 





61 22 4 ا‎ An, > n + n 2 
)وه‎ — a)* “م — هام6‎ 

“له > ت ب ا ت - م - ۵ ديه 
“(م > ۵و6 ر 1ه 6 8 

6 4 اټ‎ An, e Cn + 00 3 


بحذف الثابتين المجهولين *(ه - (),ء ١‏ “(» - (),م من هذين المعادلات وحلها لقيمة4 
الصحيحة نحصل على صيغة استيفاء -(,*۸) 


4 ا س ب لك بت‎ e 

mr (nê — )وه‎ — nf) ا“‎ (nf — n(n — n) 
72 

يم — و( - (nj‏ 


An, 


+ An, = BiAn, + ,4و8‎ + 84n, (2.13.5) 


۱۳۲ 


حيث اعطيت معاملاتها في جدول 2.13 لنسب ,۸/۸/۸ 





na/na/nı 8۰ ۱‏ 
۵ 0666666667. 1 ~~ 0.0416666667 
2 1 4444444444 .0~ 0.022222222 
06( 3 3 لا 2~ 007 
30679 .3 4 9 0.6349206349 
8 ( 4 5 4 سب 0.33142857 
5.89099 1 ,6 -- 1.2 
5 7 9.0627029 — 4 2 
9.75238024 8 12 4 .3 
6.66.7 1 05 0.0052083333 
2.501041667 7 1~ 205 0 


Table 2.13 


(h?,h)—Extrapolation Coefficients 
































جدول ر ۱۳۔۲ ) معاملات استیفاء | دی .یز ) 


على سبيل المثال . باستخدام التقريبات الثلاثة ۸۰ 4۰ 4٠,‏ للتكامل (0) من بند2.11 من جدول 
و والمعاملات م الناظرة للنسب 8/2/1 = 6/4/2من جدول2.13 نحصل على 


,199991 = 1.954 ° 2.025 + 1.896 < 106667 1.571 004167 = و وم 
بخطأ قدره 0.005 بالائة 
عندما تكون مرتبة الخطأ 1 تكون قيمة ٠‏ = 0 في المعادلة (2.13.2) . ويأخذ الخطأ في 
تقريبين متعاقبين باستعمال 71 ووصفترات ثانوية الشكل التالي 


“له جح کو ر *(۵ > ے 4 ا ورا 
لا 7 4 - بوك - 4 ده ره 

“له )وع ر (۵ ۳ 
لت E E‏ بل 7 An,‏ - 4 = وه 


بأخذ الحد الاول فقط واهمال الحد ود الاخری في متسلسلة الخطأ ومد الحل لقيمة ۸ 
نحصل على صيغة استیفاء ۸ التالية 
و 
n4 — nt‏ 


4 
(2.18.6) ووه ألو به + يمك ره aE‏ يمك سب = An,‏ نا و4 


4 


١ 


التي تظهر معاملاتها في جد ول 2.14 * 


ht'—Extrapulation ۱.0۲ مخصعك‎ 

















07 
- 0 02 
-0 9 
- 0۵ 7 
-0 6 


1. 0666666667 
1. 2461538462 
1.462871429 
1.6 7 
1.931445606 


2/1 
3/2 
4/3 
5/4 
6/5 





7/6 - 1-7 2.128506787 

8/7 —1. 41650 2.465191740 

3/1 —~ (0.025 1.0125 

5/3 ~0. 1488970588 1.1488470588 
~0. 3519144144 1.3519144144 








جدول ۷۱ معاملات استيفاء 1:٩‏ 


مئال ذلك باستعمال القيمتين .4 ,,4 للتكامل رم) من بند 2.11 في جدول 
0 العد بقاعدة سمبسون . التى يكون الخطا فيها من مرتبة 1۰ . والعاملات فى 
' جدول 2.14 للقيم 2/1 = ,م/ر” نحصل على الاستیفاء التالي 
,1.998 = 2.004 ° 1.06667 + ۰2.094 0.00667- = رو 
بخطأ مقداره هو 0.1 بال مائة 
الآ وا ده و SR‏ وو e‏ 
كمثال خر للاستیفاء خذ القيم التقريبية للمشتقة الاولى لدالة بسل J y«(z) Bessel‏ 
عند 0.5 = ي التي یمکن حسابها بسهولة باستخدام مؤثر الفروق المركزية المعادلة (2.7.16) 
کی تام 
((۸ ع اقبي - رم + 0.5) ورلا 27 = (0.5) J‏ 
لقيم 01,005 ,0.2 ,0.4 ۾ ان قيم المشتقة تظهر في العمود الثالث 
في جدول 2.15 . بما ان تقریب المشتقات باستخدام الفروى المركزية يتضمن اخطاء من 
نوع المعادلة (2.13.1) فانه يمكن حساب قيمة استيفاء قر (h?,h*),‏ 
في هذه الحالة عند قيمة 2 ل 2/1 = ,#/:« ول 4/2/1 = /7:/99 
( ) الجداول 2.12 ,2.13 ,2.14 حسبت في وروز Na‏ 1916040 iazioniاApp‏ م1 المختبر الرياضي الوطني 
'للابحاث من قبل الاستاذ Mauro Picone‏ 
هناك جداول تامة للمؤلف نفسه طبعت في شيكاغوسنة 1952 تحت اسم 
“First U.S. Congress of Applied Mechanics,’ A.S.M.E.,‏ 


+4 








من جدولي المعاملات 212 ,2.13 .ان هذه القيم تظهرفي جدول 2.15 مع 
النسب الثوية للاخطاء المناظرة محسوبة من القيمة الصحيحة 0.21909 = (7,0.5 


Table 55 




















عصمتاع[۳۵00) ا Approximations‏ 
n 7» )0.5( ۰) 9(‏ (0 )6 (0.5) ,رل 7 2 
د 5 : یت عبد تین 
83- 0.20994 2/1 386+ 0.30377 1 0.4 
9 | 0.21878 | 4/2 | 65+ | فده | 2 0 
013 0- 0 | 8/4 | 135+ | 0.22240 | 4 0.1 
€ اد 7 037+ 0 | 8 | 0.05 

















(h?,h4)—Extrapolations 


n 7 )0.5( 





0.21931 
0.21908 








جدود ۲-۱۵ 


ان الجدول يبرهن مرة ثانية على انه يمكن تخفيض الخطاً بالاستيفاء وبجهد اضافي 
قليل حدا . 
ينبغي عدم استخدام طريقة الاستيفاء اذا كانت التقريبات المتعاقبة لاتقترب من القيمة 
الحقيقية بصورة مطردة" monotonically‏ ( لأنه لايمكن اهمال الحدود العليا من 
متسلسلات االخطأ. 


تمارين 
اعطينا ثلاثة فیم Y2 Y1, Yo,‏ لنقاط موزعة بمسافات منتظمة . عين المشتقات الاو 
والشتقات الثانية! 1 عند كل من(ه) 0و(1)0و(200 باستخدام قطوع مكافئة الاستكمال وقيم 
الدالة عند تلك النقاط . 
الاجوبة 


1 2 
(a) yo = برو‎ (7o + 4ı — ys). (DD) Yi = سو‎ (~o + y2). 


Yo ~ 2 + 11 


1 
(e) ولا‎ = 2> (Yo - 4y + By; علا‎ = 


۳۵ 





















































اعطينا أربعة قيم مل :1 ,4 :4 لنقاط موزعة بصورة منتظمة . استخدم الاستكمال 
بقة القطوع المكافئة لتعيين مشتقات ب الهالية بدلالة هذه القيم المعطاة عند جميع هذه 
النقاط الاربعة . 


الا جوبة 


(a) gs. (ط)‎ vi. (e) yo. (dD) vi. (o yi. (0 ل‎ 


(b) / = )۱/۵()-2 — 3 + ys - (۰ 
(0) ول‎ - (1/h*)(2Yo .سس‎ + 4y: ع‎ 1. 
(O) ون-)(1//۵) = ولا‎ + 4y — ویر‎ + 2y). 


3 جد صيغة تقريبية الى ١ر‏ مستخدماً طريقة استكمال قطع مكافيء مارا من نقاط شكل 2.2 
الاجوبة 


لاس ان ع انهف 


Ans. yJ; = 
n hal + a) 


4 جد صيغة تقریبیه( "بر باستخدام طريقة استكمال قدلع مكافيء یمر من نقاط شکل 239 
2.5 اعطيت قيم دالة لنقاط منتظمة البعد ۰.۰ ۷۰ .+1 ,ال ,1/0 استخدم متسلسلة مفكولك تيار 
للتعبير عن المشتقات التالية سرتب ' الاخطاء المؤشرة. عين الحد الاول من متسلسلة الاخطاء 


(a) yo; e = 00/۸ (b) yij e = 00۵۰ 
(e) زولا‎ e = 068۰ (MD 0:6 = O(N). 
(e) ۷: e = 00۰ ) ya; e = 0)(۰ 
(8) نوا‎ 6 = O(R). (h) yû; 6 = 0(3). 
(i) yo; e = O0. (j) ys ;e = 0(%. 
و‎ ~3Yo + 4Y1 — Ye, م‎ Rn, الاجوبة‎ 
2h 3 
۳" rl 
(o) yg = لگ لا‎ Ber ی‎ BYE, 
2h 3 
(e) 1 = Yo 7 الاك‎ TY: 2Y1 31 1 الثم بج حر مر‎ 
۷ 5-5 12 
کت - و (ی)‎ 999۳ ٩ - مب‎ E 
07 12 
0) 1 2 240 يست‎ 5Y1 + 4Y» اع ۷9 ع‎ 11/0 
1 12 


۲۳۹ 








6 اذا اعطيت القيم الخمسة التالية ۷۰ 1 :1 ۷۰ ۷۰ عند خمسة نقاط منتظمة السافات 
استخدم ميسلسلة مفکوك تيلر لایجاد مشتقات ۷ التالية بدلالة هذه القيم الخمسة جميعها 
واعط اد الاول من متسلسلة خطأه في كل حالة 
(b) yg; e = 0٩۰‏ .008 = م زوا (a)‏ 
(e) yo; e = 0002 )0( yo; e = 00۰‏ 
(e) ys ;e = 0)02(۰‏ 
الاجوبة 


1 
Ans. (a) 1۷ = 24 (~6yo - 20y, + 36y» - و12‎ + 2y); 


و < و 
ز(دلاة — 10yo + 36 - 48y: + 28ya‏ -) ص = "۷0 (e)‏ 
e = ۰‏ 
(—2yo + 4y: — 4ya + 20;‏ ت = و (e)‏ 
ky.‏ = و 
7 اعطيت القيم السته ۷۰ ۷۰ ۷۰ عند نقاط منتظمة البعد . استخدم متسلسلة مفكوك تيلر 
للتعبير عن المشتقات التالية بدلالة هذه القيم الستة المعطاة ثم اعط الحد الاول من متسلسلة 
الاخطاء في كل حالة . 


الاجوبة 
000۰ = ورين (a)‏ 
yj; e = 008۰‏ (0) 
(e) ya; 6 = 0).‏ 


۸۰ _ 1 
Ans. (a) لا‎ = GOR? (5Yo — 30, + و20 — و70‎ - 75y, + 509: 


تین - = 
ی درد 0 - و30 + ,20 - ررم ل = (b) yi‏ 
.”رخ کے Sh’ 2 1 ۷۰ + 5y; e‏ 


7 1 
)6( وبا‎ = TT (6yo - 60y: - 40y: + و120‎ - 30y, + 4y; 
.وچ کڪ و‎ 


الا جو بة 


۱۳۷ 


2.8 اشتق المعادلة (2.3.6) من بند 2.3 وذلك باستخدام متسلسلة مفكوك تيار بعد 
٠‏ ۰ ذلك برهن ان الخطأ فيها هومن رتبة . استخدم النقاط في شكل 2.38 

9 اشتق المعادلة (2.3.7) من بند 2.8 باستخدام متسلسلة مفكوك تيلرئم برهن ان 
الخطأ هومن مرتبة ۸ . استخدم النقاط في شكل 2.3۳ ٠‏ 

0 استخدم متسلسلة تيلر لتحديد تقريب صيغة النقاط الأربعة ل "0 واتحد الأول 
من متسلسلة الخطأ باستخدام النقاط في شكل 2.0 . 

الاجوبة 
ش ۷( + F a)(2‏ 3(1 ح Gy, + Ga(2 + ayı — 300 + oyu‏ = "إن Ans.‏ 


۳۵) + a)(2 + a) 
7(1 + a) — (1 + a?) 


TETER‏ نی 
1 بواسطة متسلسلة تيلر عين صيغة النقاط الخمسة للتقريب ل ":۷ والحد الأول المناظر 
في متسلسلة الخطاً مستخدما النقاط الواردة في شکل 2.11 الوزعة توزيعا منتظما 
على مسافات قدرها / عدا المتنافة الأخيرة على مسافة مه . 
الاجوبة . 
رب (به90 + م57 + كموق -) + ون(36 — [86y, + (a — 26۵8 — 60a‏ = با Ans.‏ 
36o)yu + (~a + 7a + 6o) yu] 4 h(a + 18 +‏ — م39 بسچ + 
1la® — 60;‏ 
5م1820 - 170a‏ — 5004 + 1801265 بر 
11a? — 6a)‏ + 1803 + )40 
2 عين صيغة التقربب لخمسة نقاط ل “72 باستخدام متسلسلة تيلر والحد الأول من 
متسلسلة الخطأ المقابل لها بواسطة النقاط في التمرين 2.11 
اجوبة 
ب(480 + 608 + Ans. yi = [24y, — (12a + 240° + 36a + 24)y: + (36a‏ 
(36a? + 4802 + 120)ya + (120° + 120% yu] h(a + 180/4 + ۶‏ - 
a);‏ ل 
Z120 + 900° + 7200? — 1680?‏ 4 „ 
6(a*t + 18a + 116 — 6a)‏ 


3 اعطيت القيم التالية ,. ۰ vi‏ لا ولا قاط منتظمة المسافات . جد صيغ 


تقريبية لكل مما يأتي وري ,"إن («) , إو (ه) مع الاخطاء التي من مرتبة ۸ 
باستخدام 


۱۲۸ 














0 


اجوبة 


2.14 


اجوبة 


(1) مفكوك الفروق الخلفية ( التراجعية ) 

(2) قطع مكافىء الاستكمال مارا من أربعة نقاط . خمسة نقاط . ستة نقاط 
على التوالي ۰ الواقعة على يسار¿ 

(3) متسلسلة مفكوك تبلر 

جد حيث كان مکنا الحد الأول من متسلسلة الاخطاء 


1 
Ans. (a) y4 2 ۳ (Yi — 8y + و3‎ — Yi). 


۱ iv 1 
(b) ۷: = ۳ (Yi وراك — و6 رو‎ 4 Yi-4). 


1 5 
مضلا — ول + و10 — و10 + رلک —~ (Yi‏ ۳۳ = و () 


جد بصورة تقريبية صيغة لكل من الشتقات التالية مستخدما حدين من حدود 
مفكوك فروقها الخلفية » ثم جد الحد الأول من متسلسلات الاخطاء المقابلة لها 


(a) yi. (ط)‎ vi. (© yi. )0( vi. 
Ans. د ۳ (ط)‎ 0 (2y: — باق‎ + 4ya - Jig); 6 = 3 


1 
اماق ح Dyes‏ + مسق24 - و20۷ ۳ م14 = (MD) 9 = 7, (By:‏ 


e = hy. 


اعطيت القيم ٠‏ .... وب ,با ,10 لنقاط منتظمة المسافات عين تعابير 

تقريبية لكل من » (ه) ,"إن (0) إن (ه) مع الاخطاء من رتبة ۸ باستخدام 

الطرق التالية 

(1) مفكوك الفروق الأمامية 

(2) الاستكمال بواسطة القطوع المكافئة المارة من اربعة نقاط . خمسة نقاط › 
ست نقاط على التوالي الواقعة على يمين ¿ 

(8) متسلسلة مفكوك لتيلر 


۱۳۹ 


م /4/ الطرق العد دية في الهند سة 


استخرج كلما أمكن ذلك الحد الأول من متسلسلات الأخطاء . 
الاجوبة 


24 


1 
Ans. (a) مبولزة — وبنل) 1 = یل‎ + BY — ن١‎ 
iv 1 
(b) yf = 1 مبنا)‎ - 4i3 + Gyire — 4Y1 عل‎ YD. 


2 
5y — (۰‏ + وب:10 — وپرین10 حل ببولزة - (irs‏ 7 = :9 (8) 


6 عين تعبیرا تقريياً للمشتقات التالية مستخدما حدین من حدود مفكوك الفروق 
الخلفية . وعین كذ لك الحد الأول من متسلسلة الخطأ لكل حالة . 


(a) بل‎ (Db) vi. (© yf. (d) yr 
1 
Ans. (b) yj = 7a (PY: - yi F 4ye — Yi); e ارچ‎ 
iv 1 
)0( ۷: = 7 (3y: - 14yi + 26ye — 24yi + سد پپرن11‎ 2i5); 


و1 ذم 


7 اشتق بالتعويض الباشرلمفكوكات الفروق في متسلسلات تيلر () في بند 2.6 كلا 

۳ يأتى : 
(«) صيغة الاستكمال الأمامي لكريكوري - نیوتن 
(ط ) صيغة الاستکمال التراجعي لكريكوري - نیوتن 

8 اعطيت :2 دوا لقيم 285 = 7 احسب لخمسة ارقام معنوية 
(b) tan 27°13’ (a) tan 56‏ مستخدما صيغة الاستكمال الخلفية 
والأمامية لكربكوري - نيوتن . 
لاحظ الرمز ۰)(۵ = ± يقوم مقام ‏ من » الى 5 بفترات ۸ 

9 احسب من الجدول الهالي 
0 (۶)3.8 لثلاثة ارقام معنوية مستخدما طريقة صيغة الاستکمال التراجعي 

لكريكوري - نیوتن . ۱ 

(ب) رو.ر لثلاثة ارقام معنوية مستخدما صيغة الاستکمال الامامية 


لكويكوري - نيوتن 8 


لحو 


(ج) 76512 لثلاثة ارقام معنوية مستخدما صيغة الاستكمال الأمامية 


لكريكوري - نيوتن . 


اجوبة 





20 اعطيت © هنة لقيم 5°)5°(80° = نه احسب لخمسة ار قام معنوية بطريقة الاستكمال 
كلا من 
(a) sin 5214. (b) sin 25°25’. (e) sin 0,‏ 
اجوبه .0.42917 (b)‏ 


1 اعطيت *2 لكل من 1)1(5 = 2 جد مكعبات كلا مما بأتی بطريقة الاستكمال 


(a) 4.37. (b) 1.35. ) 3.46. اجوبة‎ 


(4) )4.37(5 = 83.45 (backward). (e) )8.46(5 = 41.42 (backward and 
forward). 
رثالا و‎ Yl Yi Yr 1۳ — 5 عطت القيم المتساوية الأبعاد التالية‎ - ۱ 2.22 
جد المفكوك التقريبي لكل من(أ) ر (ب) ”إن (ج) "2 (د) إن مع اخطاءها‎ 
: من المرتبة 88 بالطرق التالية‎ 
باستخدام مفكوك الفروق المركزية . عبر عن المشيقات بطريقتي الموسطة وغير‎ )1( 


الموسطة . 
(2) طريقة استكمال القطوع المكافئة المارة من نقاط منتظمة متناظرة الموقع 
بالنسبة الى 


(8) باستخدام مفكوك متسلسلة تیار 
جد حيث أمكن اول حد من مسلسلة الخطأ . 
الجواب انظر شكل »2.8 
8 جد بصورة تقريبية مفكوك كل من الشتقات التالية بأخذ حدين من متسلسلة 
مفكوك الفروق المركزية للمشتقات . 
رل بر ( بر جج) o”‏ 


الجواب انظر شکل 2.85 


۱۳۱ 











4 کون جداول الفروق التراجعية والأمامية والمركزية للد وال التالية : 


(a) tan ره‎ = 191969 (b) cosh ريه‎ = 0.1(0.1)0.7. 
(c) e*; 2 = 0(0.5)3.0. )0( Jo(z); 2 = 0(0.1)1.0. 

(e) a — 42 + 5z + 3: = 0(1)4. (f) log sin زه‎ z = 5°(5°)25°. 
(ه)‎ e”*; x = 0(0.5)3.0. (h) tanh z; ه‎ = 0.1(0.1)0.7. 


5 عيّن الخطأ من أحدى القيم الموزعة توزيعاً منتظما المعطاة في الجدول التالي 
وصححها بطريقة الفروق المركزية . 














/ 
(a) 2: | 0.50 | 0.52 |54 0.56 ۱0.58 | 0.60 | 0.62 
۱ 
۷: | 2.5211 0.5438 ۱ 0.5666 | 0.5987 0.6131 ! 7 ۱ 0.6605 
۳ ۱ ۱ 
لط‎ 0| e 
(b) 5 1 2 8 ۳ ۳ 6 7 8 9 
Yi وه‎ oozun osta يرجه‎ 0o7 0.10510 0.12278 0.14054 0.15838 
(e) ۱ 
z |1 2 3 4 5 6 7 8 
Yi | 1.733 ۰ 1.822 | 1.916 | 2.100 | 2.117 | 2.226 | 2.340 | 2.460 
(d) 
2 0 0.1 0.2 ۱0/8 |04 |۵5 |06 وا‎ 
مم‎ | 1.000 | 0.905 | 0.819 | 0.741 | 0.640 | 0.607 | 0.549 | 0.497 
































Ans. (b) yı = 0.06993. (d) ۵-۰۰ = 0,‏ 
الأجوبة 
6 أعطيت قبم م دما للفترة التالية *23*)12)28 = 2 استخدم صيغة استرلنك 
للاستكمال لحساب القيم التالية لخمسة أرقام معنوية 
(a) tan 23*15", (b) tan 7‏ 
Ans. (a) tan 23°15’ = 0.42963.‏ 


۱۳۲ 






































7 اعطيت *#دزة لقيم َه التالية 5°(5°)30° = ته استخدم صيغة استرلنك 
للاستكمال لحساب ماياتي لخمسة ارقام معنوية 
(a) sin 5°14. (b) sin ۰ (c) sin ۰‏ 
(b) sin 25°25' = 0.42920.‏ 
8 استخدم طريقة استكمال لكرانج لحساب قيم الدوال المعرفة بالجداول 
التالية : ۱ 





2 0 1.2 2.5 4.0 5.1 6.0 6.5 7.0 


J(z) | 3.00 | 6.84 14.25 | 27.00 | 39.21 ۱ 51.00 | 58.25 66.00 


(2.00); f(4.50); f(6.30). 


b E 
00 27 0 1.4 2.5 3.8 5.4 6.0 6.7 7.0 























f(a) 5.00 | 1.36 | 1.25 | 4.24 | 7.56 | 17.00 | 23.091 60 





(2.00); (3.00); (6.40). 


(a) 7)2.00( = 11.00; f(6.30) = 55.25. 
(b) (3.00) = 2.00. 


الأجوبة 

9 جد مشتقات دالة بسل ( إووهء8 ) ()70 عند النقاط المؤشرةأزاء كل منها مع 
الأخطاء المؤشرةأمام كل منها وذلك باستخدام الحد الأول من مفكوك متسلسلة 
الفروق التراجعية . الفروق الأمامية . الفروق المركزية . 


























0.4 0.3 0.2 01 00 2 
9604 .0 0.9776 9900 .0 0.9975 1.0 (2) هل 

do | 

O(N).‏ = 6 : لح ‘e = 082 (b)‏ تست 
1- و[ dz"‏ 8 50 02 (ه) 

8 | E 

.) 0 << :۰ تسب (0 (0)82 = ۰6 San.‏ 
یل ور )9( فق ۳۳ وق )0( 

dJo ا‎ ۳۳۳ 

.080 دمر O(R). f‏ دم س 
(e) dr? ۳ ; e = 0)۳( (f) E‏ 
00 < 6 : ا )8( 

dz [  -4 
Ans. (a) -0.0500. (c) -0.5000. (e) 0.1000. الاجوبة .0.1720— (ع)‎ 


۱۳۳ 


























0 جد المشتقات التالية لدالة بسل ۲,)١(‏ عند النقاط المؤشةأزاء کل منها مع اخطاء ها 
المؤشرة وذلك باستخدام الحد الأول من مفکوکات فروقها التراجعية والأمامية 























والمركزية : 
6.4 6.3 6.2 6.1 6.0 2 
256 0- 4 0- 0.223 — 0.1998— 0.1750 (2): 1 
ا d4Y,‏ 
O(N).‏ = 6 : لل ( ا e‏ 
(b) dz 0‏ 0 006 4و0 له 
d3Y,‏ 
.0082 = ا 
0 > كأ للد (d)‏ )0 ا 8 
(00 = و : ا 0( 
dz 27 < 4‏ 5 
الأجوبة .0.2500 Ans. (b) —0.2480. (d)‏ 


1 جد تعبیرا مقرباً للمشتقات التالية عند النقاط المؤشرة ازاء کل منها استخدم صيغة 
النقاط الوزعة توزیعاً غير منتظم مستخد ما الجد ول التالي 




















2 0.0 1.2 2.4 3:9 
1 3.41 2.68 1.37 —~1.48 
مني |“ (ه) 00 = 6 زر | ۷ (ه)‎ = 2. 
0 E e = 00. (a) 1 e = 00(۰ 
(e) ا‎ e = 002. 
Ans. (b) —1.451. (d) —0.5988. الأجوبة‎ 


2 احسب المشتقات التالية عند النقاط المؤشرة أزاء كل منها 8 الأخطاء ذات المراتب 
البينة عند ها وذلك باستخدام صيغة النقاط الوزعة توزیعا غير منتظم . 


FE 









































xz 0.0 0.1 0.2 0.4 
Jo) 2( 1.0000 0.9975 0. 9900 0.9604 
5 و : ا‎ = 0. (b) مر ا‎ 0. 
dz js=0.2 dz و« ول‎ 
700 Jo 
7 ی 5 ر( 005 = و ا‎ e = 00( 
dJ, 
سست‎ ;e = 082 
dr? ا‎ 
Ans. (a) —0.0993. (e) —0.4900. (e) —0.5000. الأجوبة‎ 


3 افرض ان متسلسلة الخطأ لمعادلة ما هي من المرتبة الرابعة ۸ وانه من الممكن 
الوقوف بعد الحد الثاني 
cahî,‏ + كارو = م 
اشتق تعبيرا لمعاملات [ الذي يدعى استيفاء ۸+۸9) ] واحسب قيم هذه 
المعاملات لقيم ۸ تتناسب تناسبا عكسيا مع 


(a) 8, 2, 1: (b) 4, 3, 2; (e) 5, 4, ۰ 


6/2 2 2 
n(n; نا(‎ — nf(np رما(‎ + n(n — 0007 


Ans. Kir = 
63 2 52 3 
۷) — ng) ريه — )وس‎ + ۱۵6 — n?) 


الاجوية 


4 احسب المشتقة الثانية ! (م)مل عند (8) 0.2 = م ,(ط) 0.5 = 5 بطريقة الفروق 
المركزية مع الخطأ من مرتبة :۸ مستخدما جدول تمرين (2.24)4 عندما 0.2 = ۸ 
1 = ۶ استوف وقارن مع النتائج التي استخدمت في صيغة الفروق المركزية 
مع خطامرتبته ۸ وكان فيها 0.1 = ۸ 

5 (ه) احسب المشتقة الثانية للدالة + «ذه عند ۳/4 = ± بطريقة مفكوك الفروق 
المركزية مع خطأ من مرتبة 2 اولا *۸ انیا خيذ 7/16 ,7/8 ,7/4 = h‏ 
وقارن مع القيم الحقيقية لها ۱ 
() احسب المشتقة الأولى للدالة ‏ هذه عند ۳/4 = م مستخدما الطريقة 

اعلاه مع الاخطاء التي ذكرت اعلاه لكن خذ 7/16 ۲/8 = ۸ 


١ 














Ans. (a) e = 052 h=r/4; از‎ = - 0.11: 
"زا ۳/8 دم‎ = -0.69813( 57 
۲/۱6 ۷ = —0.70500: الاجوبة‎ 
e = 064 h=r/8; y' = —- 0.70702; 
h = ۳/16 gy" = —0.70720. 
(b) e = 0(RD; h=r/4; y' = 0.63662; 
h=r/8; y' = 0.68908; 
h = r/16; y' = 0.70257; 
e = 08 h=r/8; y' = 0.70656; 
م‎ =r/16; y' = 0.70707. 


6 اشتق صيغة التكامل معادلة (2.11.5) باستخدام متسلسلة تيار . 
7 اشتق صيغة السبع نقاط للتكامل مع خطا من مرتبة ۰ بمنسلسلة تيلر قارنها مع 
المعادلة (2.11.6) صيغة ويدل 17760016 
8 انجز التكاملات التالية مستخدما قاعدة الشبه النحرف مستعملاً قيم « المؤشرة 
ازاء کل منها ثم استوف ف 
sin 2 dz (n = 2,4,6).‏ تا ,® 
dz (n = 2,4).‏ ثيه — (b) Vaz‏ 
ا و 2 
الاجوبة .)2,4 = f e *? dx (n‏ 9 
Ans. (a) n = 2;1.571;n = 4; 1.842: = 6; 1.335;n = 2, 4; 1.266: : =4, 6;‏ 
true = 1.333. (ec) n = 2; 0.877; n = 4; 0.881: n =2, 4;‏ ;1.330 
true = 0.8821.‏ ;0.8823 
2.39 انجز التكامللات التالية مست‌خد ما قاعدة سمیسون ذات الثلث لقيم 7 المؤشر 
امامها ثم استوف ۰ 


2 6 
ه‎ vara m-2 Of تفده م معقلدء‎ 
3 
(e) 4/16 - 22 dz (n = 2,4). (d) / 2۶ sinh 2 dr (n = 24). 
0 
(e) / ت‎ (n = 2,4,6). (f) sinê 2 dz (n = 2,4,6). 
1 2 
[de “I(* dz 
3 7 و‎ (n = 2,4). [® ن‎ 25 (۳ (n = 2,4). 


۱۳ 


Ans. (b) A: = 1.02: (DD As = 40.790; 


4A4;‏ د رار ;71.691 ديق 
A31 = 48.375;‏ ;71.690 = 4 و 4 
A = 48371.‏ .71.693 = 4 
الاجوبة ;0.0577 = (h) A4:‏ ;2.094 = :۸ ) 
;0.0538 = ريك :1.330 = As‏ 
A26 = 1.3205;* A = 0.05333.‏ 
۱3 = ۸ 


0 حد قیم التكاملات التالية تخد ها قاعدة الشبهالمنحرف ل 2 = «و4 = متم استوف 


7/2 7 
8) / cos 2 dz. (b) x” log د‎ dz. 
0 3 
11 08 
03 VI + 22 dz. (MD / cosh 27° dz. 
1 0 
0 1 i 00 1 ي‎ 
8 O 1 ۰ وی‎ 
1 9 4 فين ل عبن [ك/ة‎ 


5 بل‎ 3 dı 
,سس‎ h تبه‎ 
(8) 1 وج‎ (h) 1 PT 


م 1 
4 
پم | ۵4 





(b) A» = 185.7090; A, = 179.5385; الاجوة ;177.4819 = رد4‎ 
4 = ۰ 
( A: = 0.848; A, = 0.837: رو‎ = 0.834. 
(©) و۸‎ = 0.5275; A, = 0.5244; A: 4 = 0.5234; A = 6 
(h) وش‎ = 0.9695; A, = 0.9389; روش‎ = 0.9286; ۸ = 0.9267. 
عوبة‎ 


2.41 جد قيم التكاملات التي جاءت في التمرين 2.40 مستخدماً طريقة سمبسون ذات 4 
واستوف لقيم 2 = ”و 4 = ۸ من الفترات الفرعية . 


(b) و4‎ = 177.454: A, = 177.481; روك‎ ۰ 
(d) A» = 0.835; A, = 0.834: روك‎ = 0.834. 

الا جوبة .0.5234 = روك :0.5234 = A4‏ ;0.5238 = و4 )©( 
.0.9280 = ريل :0.9286 = (h) A» = 0.9372; A«‏ 

A = >‏ ;3.1419 = روك ;3.1413 = بك ;3.1333 = يك (i)‏ 





( ) طريقة الاستنفاذ د و۸4 تستخدم فقط عندما تكون متوالية القيم مطردة فقط . 


۱۳ 


2 جد قيم التكاملات التي وردت في تمرين 2.38 بطريقة “مسون ۾ لقيم و36 = ۾ 
واستوفها عند ما تکون .,: = 4 نافلة 


(a) مك‎ = 1.530; ۸۰ = 1.305: 4 = 1.333. 
(e) A: = 0.8623; A, = 0.8820; لاجوبة ,0.8821 = 4 ;0.8886 = ويل‎ 


53 جد قيم التكاملات التي وردت في تمرين 2.40 بطريقة مسون ۾ واستوفها 


لقيم 8 = » و6 =1 من الاجزاء . 


ojo 


الاجوبة 


A = 177.4836.‏ :177.477 = ور ;177.472 = ,۸ ;177.457 = مك (b)‏ 
A = 0.5236.‏ ;0.5236 = وروا ;0.5236 = م۸ ;0.5237 = و4 (D0‏ 


4 جد قیم التكاملات التى وردت في تمرين 2.40 باستخدام المعاد له (2.11.5) عندما 
n= 4‏ 


(b) يك‎ = 177.485. (f) A, = 0.5236. الاجوبة‎ 


5 جد قيم التكاملات التي وردت فى تمرين 2.38 تبعاً لقاعدة ويدل عندما6 = « 


4 ۱ 
(a) 7 = 1.343 لاجوبة‎ 


6 جد قيم التكاملات من 2۰ الی2۰ للدوال المعرفة بالجدولين التاليين باستخدام 









































)2.12.1( المعادلة‎ 
6] ۱ وحم‎ E 
2 0 12 | 25 40_51 60 | و۵‎ | 9 
7)2( ۱ 3.00 | 6.84 | 14.25 | 27 0 | 39.21 | 51.00 | 58.25 0 
E ی و‎ 
(b) e 1 
£10.00 0.20 0.38 ۱ 08۵ 0.75 0 | 10 
H5 | 6.00 | 5.24 | 4.62 | 4.25 356 | 3 21 | 506 
(b) 7 = 4.34, الاجوبة‎ 


7 جد التكاملات من 2 الى ۰" للدوال التي وردت في تمرين (2.40)0 و(0) 
باستخدام العادلة (2.12.2) 


(b) I = 9 الاجوبة‎ 























الفصل الثالث 
التكامل العد د ي لمسائل الشروط الابتد ائية 
The Numerical Integration of Initial‏ 
Value Problems‏ 


1 المقدمة : 
خذ بنظر الاعتبار المعادلة التفاضلية ذات المرتبة 7 


(3.1.1) (للحاي,. . لاولارتة) [ = (نه) ۳ 
والحتوية على « من الشروط الابتدائية في نقطة اختبرت بصورة كيفية كنقطة الاصل 
yh, )3.1.2(‏ تت (0) y-1‏ و Yo;‏ 5 7/0 و0 = 70 


ان الحل العددي هذه المعادلة يتكون من ايجاد قیم التکامل ()7: عند نقاط منتظمة 
التوزيع بفواصل ۸ ضمن فترة تحديد الدالة . وتحسب هذه القيم خطوة فخطوة ابتداء من 
نقطة الشرط الابتدائي التي تؤخذ عادة كنقطة الاصل كما هومبين في المعادلة (3.1.2) 


ان ايجاد قیم 7 عند نقطة الارتکازه = ۶۶( - عدداً صحيحاً ) ينجز عادة بمعاد لات 
المواترة - موه recurrence‏ حالما تكون معروفة في عد د محد د من النقاط السابقة 


Dig‏ ,2 وا 


ولغرض تطبیق هذه العادلات يكون من الضروري ابجاد قيم (2)2 بصورة دقيقة في 
بضع النقاط الاولى ( واحدة الى اربعة ) ۰ ويتم هذا عادة باستخدام مفكوك متسلسلة تيار 
Taylor expansion )‏ ( للدالة g(a)‏ 


2 اطلاق الحل بمتسلسلة تيلر : 


Starting the Solution by Taylor Series 


ا ايجاد قيم الشتقات التالية من مرتبة. . . ,2 + 7 ,1 + ۰ ,8 للدالة ب فى نقطة 
الاصل بواسطة المعادلتين (8.1.1) و (8.1.2) :- 


۱۳۹ 


0 


f(OVorlo,. 2 7 


of, Af «‏ 
| ا + AE‏ 0 ا 1 3 کے مر 


(n) 
1 


0دم 


df 04 0 1 72 0 j ۱‏ و f‏ 0 0 
دمل ف 17 1 2 3 8 oy‏ 3 “دق = سن 


وبواسطة هذه الشتقات تسمح لنا الحدود الارلى من متسلسلة تبلر حول نقطه الاصل 
)3.2.2( له قبن ۷ + a‏ 1 + ۳ دج ون = (ه)ن 


باه تما في بضع نقاط الارتکاز الاو . على فرط ان تكون ۸ صغيرة بما فيه 
الكفاية كي تكون التسلسلة سريعة التقارب عند (4,... ,12 = ) وه = بن 


ليكن مثالنا معادلة الدرجة الاولى 





1 + 7 ۷ 


بالشروط الابتدائية 


ان القيم الابتدائية لشتقات 7 المتتالية هي 


J(0) = -0.9])1 + وی[(1-(2‎ = 09 

ره 2 + 201 - و-(20 + 0.9])1- = (0) 0 
;2610+ = 20 - )09 = 

0" )0( = -0.9])1 + 22( ۱ — 4(1 + 22)y' + 8(1 + مسی(وه-(2‎ 
= —0.9(y - 4 + 8y) = ~1279; 

پسروج + 24)1 + )22 + 6(1 — ”)22 + 0.9[(1— = )0(" 

وی[ )22 + 48)1 ¬ 

= —0.9(y” — 6y + 24 — 48y) = 4 


۱:۰ 











وبهذا تصبح الحد ود الخمسة الاولى في مفكوك تيلر (م)م للدالة (م)ن 
حول 0 = 2 على الصورة التالية ۱ 


r) = yo + r + e 4 ga + Û gı 
= 1 عل 1399 - 1.3051 + 0.9 هس‎ 


الجدول 3.1 يبين قيم مفكوك تيلر (م)من لقيم += 0.02(0) 0.10 


وكذلك لقيم ± = 0.20 ,0.30 مع القيم المناظرة للدالة (»)ر والتي حصل عليها من 
تكامل العادلة (0) بطريقة فصل المتغيرات 


7 dy 7 5 e, 
)سح د 1 اج ل‎ EE 2 
/ 7 5 ۱ ۲ موب‎ 7O45 هآ‎ (1 2 


y(t) = (1 4 20( 8, 


ورللاحظ ان هناك خطاً قد ره 1.27 + في قيمة (0.3)( 














2 77)2( ۷ 

0 ۱ 1.0000 0 
0825 | 0.9825 | 0.02 
0 | 0.9660 | 0.04 
0.9503 ۱ 0.9503 0.06 
0.9354 | 0.9354 0.08 
0.9212 | 0.9218 | 0.10 
جدول ( ۳-۱) 5 | 0.8610 | 0.20 

0:30 | 08197 | 0.8094 | 

وكمثال على الابتداء لمعادلة من المرتبة الثانية يؤخذ الرقاص الرياضي في الشکل 3.1 


بنظر الاعتبار . 
مرن . في الفراغ . يطلق من السکون عند 0  -‏ ومن زاوية ,0 
يفي بشروط العاد لة التفاضلية . اللاخطية . العروفة * 


00 


dF + sin 0 =0 ١ 


2.7 انظر . مثلا . المعاد لات التفاضلية . الفقرة‎ ).١ 


















































والشروط الابتدائية هي 
(د) ,0 < )6)0 ;0 = (0)0 


حيث 0 هي الزاوية بين الرقاص والاحداني الشاقولي ۰ الزمن ۰ 9 التعجیل الارضي : 1 
هي طول الرقاص . 


يمكن الحصول على حل محكم rigorous solution‏ العادلة الشرط الابتدائي 
(ج) و(د) بدلالة دوال غير ابتدائية تدعى تكاملات القطوع الناقصة منومنرزم ٠‏ 


.وا وتظهر ان فترة تذبذب الرقاص هي 
طم 60۱ ۳ 
4K (4) 2 (e)‏ = 7 

حيث هي تكامل القطع الناقص .2 التام من الصنف الاول وهى مصنفة فی جداول کتاب 
بيرس 101۳00 .على سبيل المثال » جدول قصير للتكاملات . 

وعندما تکون 0۳ = ,2.1565,8 = (1)0,/2 وباعتباره = 32.2قدم/ ثانية * و 
L‏ = 3.22 قد تکون فترة تدبدب الرقاص 2.7970 = 7 ٹا 
ولحل نفس المسألة بالطرق العددية تحول العادلة الى صيغة لابعدية وذلك بجعل 


dt = dr;‏ 2 ;= دعم 


)08« = 4 (dr)* = (0.6819)*(dr)* = 046499475, 





شكل (۳-۱) 


(») انظر . على سبيل الثال . العادلات التفاضلية الفقرتين 9 .3 9۰ 4 





۱:۲ 


ولكون با/و 107 ثانية تصبح العادلة ( ج ) بعد التعويض عن المتغيرات 
بصيغتها اللابعدية التالية : 





هن 0499 ê  -4‏ _ 4*9 
رو) ,8 sin‏ 6400 ی در تک 
بينما تتطلب الشروط الابتدائية کون 
(ز) radians;‏ 9.0944 = 120° = و = )0)0 
,0 = ,۵ = (۵)0 


حيث تعني النقاط المفاضلة باللسبة الى 7 . ومن المعادلة ( و) ومشتقاتها نحصل على 


4.0268- = و6 sin‏ 4.6499 - = رق 


۱ 


;0 ع وق 60۰ cos‏ 4.6499- = وق 
sin 00° 03( = - 9.3623‏ — وق 00° ومء)4.0409- = 6 


ومن ثم تکون متسلسلة تيلر : 


رط) 03901 - 2.01347 - 2.0944 = م9 


الجد ول 2 يدرج قيم 0 المستخرجة من هذه المتسلسلة لقيم r‏ = 0)0.1(0.4 


١ 7 = 9 6 6 
0 2.0944 | 244 
01 2.0742 | 8 
0.2 2.0132 106 
03 1.9100 | 3 
04 1 7623 | 4 )۳-۷( جدود‎ 














ان المعاد لة الخطية . النافذة لقيم الزاوية 6 الصغيرة بحيث يكون 6 > 0مزو هي 


0- - ق 
وتعطي الحل ۱ 


0,(r) = 2.0944 609 47 رى)‎ 


ان فیم 0 معطاة على سبيل المقارنة في العمود الثالث من الجدول 3.2 
































ان حل المسالة نفسها عند ما يتذ بذ ب الرقاص في محيط لزج . والذي لايمكن الوصول 
اليه بتکاملات القطوع الناقصة teg‏ مناجنالم لاينطوي على مزيد من الصعوبات 
حين تستعمل متسلسلة تيار . ۱ 


ان المعادلة التفاضلية لرقاص يتذ بذب في محيط لزج تحتوي على حد تخامدي 
)damping term)‏ اضائي ٠‏ ,00/0 بر حيث ۸ هي مقاومة الاحتكاك لكل عد 
كتلة . فاذا كانت ومد 0.5875 = ء على سبيل الثال و 


/L = 10 sec 
0 sec كما في السابق . تتحول العاد لة ( ج ) الى العاد لة‎ 


"0 


. 0 - 
(ط ) .0 = 6 sin‏ سل ر 0.5873 سل س 
sin‏ 10 من 05/3 77 


فاذا ماجعلنا ‏ 06819 = (1/4) = ا ثانية 
( حيث 7 هي فترة تذ بذ ب الرقاص غير المتخامد تأخذ المعاد لة ( ط ) الصيغة 
التالية : ١‏ 
(ك) 0 = م Û + 0.414 + 4.0409 sin‏ 
بينما تبقى الشروط الابتدائية كما في العادلات ( ز) وباستعمال العادلة رلك ) 
ومشتقاتها المتتالية 
sin 0 = —4.0268;‏ 4.6409 - ,0.48- = وق 
;1.6107 = وق ° 00 cos‏ 4.6499 — ,0.1 - = وق 


sin 60۰ 05 = — 10.006,‏ 4.6499 + وق 00° cos‏ 4.6499 — ,0.40 == 0% 
يتم الحصول على حل متسلسلة تيل ر كما في السابق 
لادب ,0416974 — 0.26857 + 2.0134+5 — 2.0044 = )0(7 


والتي يظهر حلها في الجدول 3.3 لقيم 7 = 0)0.1(0.4 


اس سینت سس 


Differential Equations, 5۵0. 2.7 ر) انظر‎ 


۱:۶ 





r 0 91 0 
0 2.0944 2.0944 0 
0.1 2.05 2.0465 —0.3963 
0.2 2.0153 1.9076 ~0. 865 
0.3 | 1 1.6875 1.06 3.3 جدول‎ 
0.4 1.7788 1.3994 ---06 














ان حل العاد لة الخطية المناظرة لها 
(ك) و = 464990 + 049۵ + ê‏ 


(الجذ ور المميزة ينقضها و† characteristic r00‏ 1171 .2 > 0.2 هو : 
( س ) )2.14717 e-.*(2.0944 cos 2.14717 + 0.1951 sin‏ = )7(رû‏ 
ويظهر فى العمود الثالث من الجدول 3.3 


ويحوي العمود الرابع من الجد ول على قيم 4 التي ستستعمل في جزء لاحق والتي حصل 
عليها بمفاضلة المعادلة رل ) : 


8 = 4.02687 + 0.805472 — 1.667773, 


ان الطرق التي استعملت في هذا الجزء على معاد لات تفاضلية من د رجات واطئة يمكن 
توسیعها الى معاد لات من اي د رجة وهي ذات قيمة عملية في تعيين الحل في neighbor)‏ 
مط ) نقطة الاصل ( اونقطة الشرط الابتدائي وبازدياد المسافة من نقطة الاصل تقل 


دقة حل متسلسلة تيلرويتعين استعمال عد د أكبر«ن حدود متسلسلة تيار للحصول عل د قة 
محددة . 


وحيث ان هذا قد يكون بالغ الارهاق . يغدواكثرعمليا ان يتم تمديدر عدمامم ) 
الحل بطرق اخرى بعضها موضح في الفقرات التالية : 


م (۱۰/ الطرق العددية في الهند سة 























3 طرق أويلر للتكاملات الامامية : 
Euler Forward Integration Methods‏ 
هناك طريقة ابتدائية لتكامل معادلات الدرجة الاولى خطوة فخطوة . تعود الى اوبلر. 
لها فائدة محدودة بسبب دقتها الواطئة غير انها مفيدة في توضيح عمليات التكاملات الامامية 
وهي لاتحتاج الى اطلاق الحل. 
لتأخذ مسألة الشرط الابتدائي 


y' = f(y); 7)0( = Yo, )3.3.1(‏ 
یمکن حساب التغیر بود لكل خطوة بالعادلة : 
Ay = 0 — yi =  )2 (۰ (3.3.2)‏ 


وبوضح الجدول 3.4 تطبیق العاد لة ( 3.3.2 ) لمسألة العاد لتين 0 و رب) من الفقرة 
3.2 . 





2 Yi fi AV; 

0 1.0000 -0 00 - 0 

0.02 | 0.9820 -0 8 -0 

0.04 | 0.9650 -0 042 —-0.0161 

۱ 8 0- 7025 0- 0.9489 | 0.06 
جدول ( ۳-۶) 5- 748 0- 0.9336 | 0.08 
0689 0- 8 0- 0.9191 | 0.10 

0.20 | 08 0 1 -0 40 

! 0.30 | 2 














ان قيمة ۲ عند + = 0.10 فیها خطأ مقداره 0.24 بالائة .وتلك عند © = 0.3 
فها خطأ مقداره 2.86 بالائة. 


ان الخطأ في طريقة اويلر هو من مرتبة * حيث ان الطريقة ة تستعمل الحد الأول فقط 
من الطرف الايمن للمعادلة (2.11.1). ويمكن تحسين دقة طريقة أويلر باستعمال المعادلة 
( 3.3.2 ) لحساب ابال اولا .ثم بن من العادلة (3.3.1) ومن ثم يتم حساب 
۸ مصححة باستعمال متوسط و و ,یه فى العادلة (3.3.2) أي بقانون الشبه 


يي 
النحرف . وعليه يكون ا 


(8.3.9) ((مب باق + (feng‏ = برد 
14 

















وفي هذه الحالة تسمى العادلة ( 3.3.2 ) بالنبیء «المعادلة ( 3.3.3 ) بالمصحح 
بقة أويلر الحورة .ان الخطأ في هذه الطريقة هومن مرتبة *1 حيث انها تستند على 
المعادلة (2.11.3 ) لقانون الشبه النحرف 


الجدول ( 3.5 ) يبين تطبيق هذه الطريقة على مسألة الجدول (3.4) نفسها. 
































) ۳-۵ ( جدول‎ 
2 Yi fi AY: Yi+1 firt A'Yi دس‎ ۱ 
0 1.0000 | -0.90000 -0.0180 ١ 0.9820 | -0.8498 | -0.0175 | -0 
0.02 | 0.9825 | -0.8503 | -0.0170 | 0.9655 | -0.8046 | -0.0165 | -0 54 
0 04 | 0.9660 | -0.8050 | -0.0161 0.9499 | 0.7633 | -0.0187 | -3 
0.06 | 0.9503 | -0.7637 | -0.0153 | 0.9350 | -0.7255| -0.0149 | -06 
0.08 | 0.9854 | -0.7258 | -0.0145 | 0.9209 | -0.6907| -0.0142 | -59 
0.10 0.9212 06909 | -0 0691 08521 | -0.5478| -0.0619( -0 
0.20 | 0.8593 | -0.5524 | -0.0552 | 0.8041 | -0.4528 | -0.0502 | -0.6429 | 
0.30 | 0.8091 -0 5 


وهنا يصبح الخطأ عند :ه- 0.10 صفرا وذاك عند = 0.3 مقداره 0.04 بالانة فقط . 


Milne’s Method رقة فى‎ 3.4 


6 


ان طريقة ملني . والتي تعتمد المنبىء - المصحح لعادلات الدرجة الاولى . ذات خطأ 
من مرتبة ۸5 وتتطلب معرفة قیم 1 و/#في نقاط الارتكاز الاربعة الاولى لغرض الانطلاق. 
لنأخذ المعادلة مع قیم الارتكاز المطلوبة 
Yo Yu Yn Ys; fof fn fs (3.4.1)‏ زورک 1 
وبتحويل المعادلة (2.10.3) , خطوة واحدة الى اليسار نحصل على : 
۴۵ جل + 2f)‏ + سيل - موق es — es = |, I) da = FÊ‏ = وق 
(a)‏ 
بحسب المنبىء في طريقة ملني 
)3.4.2( 270 + ول — (2fi‏ 3 ۳ ولا = بلا 


۱:۷ 

















والتي بواسطتها يتم حساب بل من العادلة ( 3.4.1 ) ثم تحسب قيمة رب 
المصححة باستعمال قانون سمبسون الثلنى : 


fies, (3.4.3)‏ + ويه + is + Ê (fics‏ = لجالا 
بش h5‏ 
حیث الخطأ فيها (۳)۵ جج - 
والجدول 3.6 يعطينا التكامل من »= 0 الى 2= 2.4 للمعاد لة 
د و ولا رن ۲ < وا 


والتي حسبت قيمها الثلاثة الاولى بمسلسلة تيلر وبفترة / = 0.3 تظهر القيمة الصحيحة 
للدالة (ه + 1) - 6 = ۷ في العمود الرابع . 














جدول ( ۳-۹ ) 
1 1 0 9 0 ۱۳0 
Yin | firne ۱ Jie | fie ۱ Yi‏ 3 خب كا 
هد مس 9 سس یت ۳3 ۱ د ا” و 
00 | 0.000 | ۳ 
0.050 ` 0.350 1 | 0.3 ۱ 
0.222 | 0.822 | 0.6 
0.560 | 1.460 ۱ 09 ) 
19 | 2.319 | 1.119 | 2.319 9 | 12 ا 
8 | 3.482 | 1.982 | 3.479 1.979 ۱ 15 
9 | 5.049 | 3.249 | 5.048 8 | 1.8 | 
6 | 7.166 | 5.066 | 7.162 | 5.062 21201 2 
| 7.628 | 9 | 102018 | 7.618 ! 2.4 


5 طريقة اد امز A4dams’s Method‏ 


ان مواصلة الحل الذي بوشربه بمتسلسلة تيلريمكن ان يتم بواسطة معاد لة ادامز المتواترة 
التي تعتمد على الفروق الخلفية ( التراجعية ). 


وللحصول على معادلة ادامز هذه ٠‏ يتم التعويض عن المشتقات في مفكوك متسلسلة 


تيلر للمعادلة ( 2.11.1 ) بما يقابلها من الفروق الخلفية ( التراجعية ) الواردة في المعاد لتين 
(2.4.16) , (2.4.17) 


۱1۸ 

















}V° + ...)f‏ + و + توي + 3 + ۱0۲ + و بر 


Yi+1 
+ (Vv + V +۲ ل وب‎ 
+ gr + BV + FV + .. fi + Tho + 298 + ...)f 
عرد انه‎ a] 

أو (8.5.1) ...+ ° + FEV‏ + 1۷ + “قر + 3۳ + ۸1 + yi‏ = ربزلا 


ان عدد الحد ود التي تژخذ بنظر الاعتبار في متسلسلة العادلة ( 3.5.1 ) يعتمد على 
عد د قیم نقاط الاوتکاز الحسوبة بمتسلسلة تيلر وعلی الدقة البتغاة في الحل. 


ولتوضيح استعمال معادلة آدامز تؤخذ الدائرة الکهربائية في الشکل 3.2 





تحتوي الدائرة عل ملف ( انم ) مع لب حديدي ( عنمن ) ذي منحنلى 
مغناطيسى معادلته : 


Ni = 0.64 + 0.0033 xX 10۶,‏ 
حيث تمثل # التدفق ( ×40 ) في اللب ( بالكيلوخط ) . 7 عدد اللفات في الملف و 2 


التيار( بالامبير) الذي يسبب التدفق وعند تطبيق قانون كيرشهوف للجهد على الدائرة نحصل 
على 


E = Ri +L = Ri + NÊ, 


ووحدة الند فق هنا هي الويبر (۳۵65) ۰ ر أي 106 ار وا بالثواني ولد ی 
التعويض من المعاد لة (أ) نحصل على 


- FR 7 09 ۳ 58 XK xk 
=7 (0.6% + 0.003343) + N 77 10-5, 


۱۹ 





حيث وحدات # هنا هي كيلو خط . وبجعل الجهد ¥ = 18فولت N ٠‏ = 100 
م = 300 أوم و / مليثانية يكون التدفق منظما بالمعاد لة اللاخطية التالية 
(ب) .18 = 0.0143 + 1.84 + 0 
فاذا ماکان المفتاح (د) قد اغلق عند = 0 . تتطلب الشروط الابتد ائية کون ان التدفق + 
بتقارب تلامسیا بللوه‌نامامصوعه ووطعده:مم2 من قيمته العظمى مه بازدیاد ۰٤‏ 
ولذ ا فان ,۶ تحدد كون00/0 = 0 وحسب العاد لة (ب) فانها جذ ر للمعاد لة التالية : 


.0 = 18 - 1.84 + 0.0145 
ان الجذ ر الحقيقي الوحيد لهذ ه اللمعاد لة يساوي 7.5802 ولذا فان م۵ 7.5802 


لاختزال العاد لة (ب) الى صيغة لابعدية نجعل : 
(د) 


,)۵۷ = ()و 
ونقتني العاد لة للد الة اللابعدية )7 


,00135 — ,+18 - 18 = زرف 
حيث تعني [ المشتقة 01/4 وبتعویض قيمة 7.5802 = ۵ تصبح المعاد لة آخیرا 
,05746 - 1.8 - 2.3746 = 4 
(ه) 
ينما يتطلب الشرط الابتد ائي ان يكون : 
y(0) = 0. 0)‏ 

ولا طلاق حل معاد لة الشرط الابتد ائي (ه) (٠‏ نفاضل العاد لة (ه) تفاضلا متتاليا 
للحصوت على 


;2.3746 = و 
Bylo = - 4743‏ ۰ 0.5746 - و1.8- = و 
Jo = )-1.8 - 0.5746 ۰ 3(, — 0.5746 ۰ Gyo = 7.6937;‏ 
:60.011- = 0)0 + وتو 6)3 ۰ 0.5746 - و زا(ؤيرة ۰ 0.5746 - 1.8-) = أل 
3y) — 0.5746 ۰ 6(4yojoiio + 3y} + Gj)‏ ۰ 0.5746 - 1.8( = ألا 
.606.58 = 
وردت المقاومة على انها3000آوم خطأ في الأصل الانكليزي وبدلت الى 300 هنا لي تنسجم مع العادلة (ب) 
۱8۰ 


وبالقيم اعلاه للمشتقات عند 0= :رتصبح متسلسلة تیلر للدالة )8 
y(t) = 2.37461 - 2.1372 + 12893 - 2.500514 + 5.05488‏ 

وتعطی القيم في الجدول 3.7 لقيم 0)0.05(0.20 = ۸ وکذ لك 0.30 = .يحتوي 
العمود الثالث من الجد ول على القيم التقريبية ( 1 للد الة )7 الناتجة عن جعل العاد لة 
(ه) خطية . اي باهمال الحد التكعيبي :0.5740 . ویختصرالحل في هذه الحالة الى 
)0 80 — 1.8192)1 = 7:0 
وبعد الحصول على القيم في الجدول 3.7 تستعمل صيغة أدامز لتمدید الحل . 

ان الاسطر الاربعة الاولى من الجدول ( 3.8 ) تحتوي على : (أ) قيم 7 . ل عند 
قيم 0.3 ,0.2 ,0.1 ,0 = / والتي اخذت من الجدود ‏ 3.7 ) . (ب) قيم *(ن = )ر 
ب زر العطاة بالعاد لة (ه) للنقاط نفسها و(ج) قيم الفروق الخلفية الثلاثة الاولی للدالة 


جدول (۳-۷) 





0.5505 











0 ِ Yi 1 fi Vf: Vf: Vf; YL 
چ‎ ann سب‎ 
0۱0 و‎ 0 2.3746 0 
1 | 0.1 | 0.2172 | 0.0103 | 1.9777 | -0 7 0 02173 
2 | 0.2 | 0.3073 | 0.0627 | 1.6234 | -0 3548 6 0.3988 
3 0.3 | 0.5476 | 0.1642 1.2946 | 0.3288 | 0.0255 | -0 019511١ 05 
4 | 0.4 0.6610 0.2888 1.0189 | 0.2757 | 0.0531 | 0.0276 | 0 
5 | 0.5 | 0.7523 0.4258 | 0.7758 | 0.2431 | 00396 | -0 0205 | 0 2828 
` 6 | 0.6 | 0.8183 | 0.5479 | 0.5868 | -0 1800 | 0.0541 0-0215 | 0S7 
7 | 0.7 | 0.8706 | 0.6598 | 0.4284 | -0.1584 | 0.0306 | 0.0235 | 0 449 
8 ۱ 0.8 | 9 | 0.7435 8 -0.1116 0.0468 | 0.0162 | 67 
9 | 0:9 0.9346 | 0.8164 | 0.2232 | 0.0936 | 0.0180 | 0.0288 151 
10 | 1.0 | 0.9519 ۱ 1.1011 
م‎ | 00 1.3192 



































(.) يلاحظ ان المعاد لة التفاضلية في المسالة الحالية تاخذ الصيغة (7)/ = ب وذلك لعدم ظهور التغیر الستقل في الدالة .۶ 































































































ان صيغة آد امز . القطوعة بعد حدها الرابع ۰ ولفترة1. = ۸ تأخذ الشكل التالي : 
(h)‏ ار 584 Vf;‏ سل 2۷ 35 ]01 لإ لا = Ji41‏ 
وتسمح بتعيين قیم 4 عند 0.4.- ا بدلالة 717 وفروقها عند 8. - 4 وحالا يتم 
حساب 74 . تحسب قيمة بل بالعاد لة ره) ثم تحسب فروقها الخلفية ( التراجعية) بمساعدة 
الجد ول ( 3.8 ) ثم تستعمل العاد لة (ح) لحساب 6 وهلم جرا . ان قیم الرتکزات لحد ۷7:0 
«التي حصل عليها خطوة فخطوة . مد ونة في الجد ول 3.8 


ان العمود العنون س من الجدول ( 3.8 ) بحتوي ( لغرض المقارنة) على حل الصيغة 
الخطية للمسالة نفسها محسوبا من العاد لة (ز). 


ان الحل المحكم عا للمعاد لات (ه):(و قد نحصل عليه بطريقة فصل 
المتغيرات والتي تعطي ؛ بدلالة ۷ بالشكل التالي : 


1 + 7 + 6 


= 0.2838 | - In (1 - رن‎ + ğIn 4.1356 


رط ۰ | )02537 tan7!‏ م 6 0.7613 + 


وبواسطة هذا الحل نجد انه عندما تكون 0.7523 = ر تكون قيمة 1 هي 0.5040 
عوضا عن 0.5 كما هومبين في الجد ول 3.8 وكذ لك فلقيمة0.9519 = ر تساوي 74وو.0 
7 عوضا عن 1.0000 


وبالعكس فان الاستكمال من الجد ول ( 3.8 ) بمعاد ل کریکوری - نیوتن للاستكمال 
2 وه ا س Yi A E‏ فيه قيم ر 








3.9 e 
1 0.5040 0.9974 
Yi 0.7552 0.9513 
1 0.7523 0.9519 
e(%) 0.38 0.06 





رب انظر وت 
لما 
۱5۲ 

















ان هذه القيم لاتبين الاختلافات الصغيرة جدا بين القيم الصحيحة وتلك المستوفاة 
4-+-+ بعد عشر خطوات من الحل فحسب ٠‏ وانما تبين ايضا انه في كثير من 
الحالات يكون حل العاد لة التفاضلية بالطرق العددية اكثر اقتصادا حتى ولو توفر الحل 
المحكم ٠‏ ففي المثال الحالي تكون متابعة الحل كما في الجدول ( 3.8 ) أبسط بالتأكيد من 
أشتقاق الحل المحكم رط اولا ومن ثم ايجاد قيمه العددية.ان ايجاد قيم المعاد لة (ط ) مرهق 
اضافة الى كونه لابعطي قيم الارتكار للمتعير 
بقة ( أويلر - فوكس للمعاد لات الخطية ) 
The Euler-Fox Method for Linear Equations‏ 
ان هناك طريقة بسيطة وكفؤة للتكامل خطوة فخطوة ۰ تعود الى فوكس وتعتمد على 
طريقة اوبلر التقلید ية > تسمح بتكامل المعاد لات التفاضلية الخطية من الدرجة الاولى دون 
الحاجة الى | طلاق الحل بواسطة متسلسلة تیلو : 
اعتبر معاد لة اویلر العد لة (3.3.3) : 


h ۲ 
يجنا‎ = Yi +g (yf + yil + ردب‎ (3.6.1) 


where 
یلاس‎ + hy? + hy! + ...). (a) 


= 41 
ان الخطأ :+ في المعادلة " يمكن التعبير عنه بدلالة الفروق المركزية غير المعدلة 
( #موومودوصيد ) بالصيغة 
)3.6.2( و . - قوب + چۈ - قي - = ره 


زهر تصحیح فرکس بعاد لة اویلر المعد لة ۱ 


لهذا الغرض لاحظ ان الفروق المركزية غير المعد لة من الدرجة الفردية 1 + م2 + : 
قد تکتب أيضا كالفرق الامامي للفروق المركزية من الدرجة «2 عند ¿ أن 1 
(ب) (, )۵ ع و 2و 
وكمثال 
۱ .)۵ ع بلاق ب ع (وببرلا'ة)ة = وولو 
بواسطة التعابیر الرمزية للفروق الامامية والمركزية غير العد لة ( unavered‏ ) العادلات 
(2.5.2) ,)2.7.11( 
A = (e? — 1); 3?" = 22" sinh™ (hD/2),‏ 








في هذا القسم وما يليه سيستعمل الرمز ر للد لالة على التقریب من المرتبة « لقيمة روعند النقطة. 


۱5۳ 


بصبح الطرف الايسر من العاد لة (ب) 
۶۵ (7) رورم )1 — مد Sg‏ 


وتعويض هذه التعاییر في العادلة (0.2.) يحتزلها الى المعادلة أ( فمثلا 


sinh? (+) | Mi‏ )1 — ممم | = وة 


LT 


31 ري‎ r 


48 1 
5 
1 + لب 5 | = 


6506 
Yi‏ |4 4 سل + [nD‏ = ودب وگو 


ويذ للك تعطينا المعاد لة (3.6.2) 





موردیز  HID‏ 1[ 
بو ...+ ( لك o FD‏ رهد لمي انف لف «صمم) ور ] ix‏ 


- ) درد‎ + hi) + hiDs + .. 0) 7 


1 


والتى هى مطابقة للمعادلة (أ) 
غيل معاد لة اويلر المعد لة مع تصحيح فوكس للحصول على قاعدة المواتسرة 
recurrence formula (‏ ( لحل المعاد لات التفاضلية الخطية من المرتبة الاولى. 
لناخذ المعاد لة التفاضلية الخطية من الدرجة الاولى 
)3.6.3( )و + y = f(y‏ 


وبالشروط الابتدائية 
)3.6.4( 0 = (1/)0 
fis;‏ = ( + همال ازور ع aah; f(D‏ 
g(t + Rh) = gi.‏ زو = 


د 
مسر 
زد 
يه 
أ 


ان تعويض المعاد لة (3.6.3) في المعادلة (3.6.1) يعطى 
h‏ 
و1جة» + gir)‏ + رب سل + :9 + (fy:‏ 2 0 
ولدی حل المعاد لة اعلاه لقيمة 9+1 نحصل عل معاد ل اويلر - فوكس المتواترة 


o 1 h 
۷ سج + زربيو + بو کج عبر رو + )| توت‎ | )3.0.5( 


1 - 2 


1١65 


حيث الخطأ 477 والمعطى بامعاد لة (8.6.2) هو من مرتبة ۸. 


وستطبق معاد لة اویلر -فرکس التواترة لحل المسألة (8) ,(60) في القسم 3.2 والتي 
تنظم بامعاد لة . 





09 , 
I ۶ ۲ 1 1 9 (0‏ 
والشرط الابتد ائى 
(د) .1= 760 
باستعمال 0.1 = 8 لهذ ه الحالة 
1 5 
(ه) er],‏ + :0.05 + 1)] ۳۳ = ۷ 


ان قیم «رر فى العمود الثالث من الجدول 3.10 حسبت بواسطة العادلة ره ) 
انطلاقامن1 ت من وباهمال التصحیح دب .ان قيمة (72)0.3 فبها خطا مقد اره 0.16 بالائة. 


ان الاعمدة المتتالية في الجدول 3.10 تحتوي على الفروق المركزية غير المعد لة 
unaveraged (‏ )1 یبن التصحيح ع والقيمة التقريبية الثانية إن للمتغي ر/ا محسوبة 
بالمعاد له (ه) مع التصحيح . وحيث ان قيمة ورب':ة يمكن حسابها للنقطة0.15 = «فقط . 
فقد افترض ان الفرق الثالث ثابت وقيمته تساوي 0.0050 في جميع النقاط4 + ة ومن ثم 











فان : 
,0.0005 = 0.0056 " ولو ع وربنن*قولی ک للم 
مهما كانت ۶ . وكذ لك 
0.0005 
جح رو 20 ((ارر a,‏ (2) 
1-0057 ۳ ارا = كاي 
ان القيمة الاخيرة (0.3) ۷۸ فيها خطأ قدرة 0.02 بالمائة فقط . 
جدول ( ۳-۱٣۰‏ ) 
ل مه كفك ئ83 fi yf | Sir | Py:‏ 2 
1 دب/0.05 — 1 5 ۱ 4 : 
1.0000 7 حسمت | 1.0000 | 0.9000-_ | 0 
a 0.920‏ صمت | 0.0174 وومم نو | 0.9205 | 0.7500 | 0.1 
o 0.0118 1 00056 “L0 0005 0.8594‏ 0.8584 | 0.6428 | 0.2 
0.8096 ۱ للللتلتتلم| 0.8081 |0.5625- | 0.3 
الس 

















۱5۵ 
































7 حل العادلات الانية من المرتبة الاولى: 
The Solution of Simultaneous First-order Equations‏ 


ان معاد لة ادامز (3.5.1) قد تست ظومة 1 
۱ 7 مز (3.5.1) قد تستعمل بيسر لحل منظومة معاد لات آنية من الدرجة 
لاولی . لناخذ الحالة البسيطة لعاد لتين انتب : 


y= f(t); که‎ ۵) (8.7.1) 


حيثان/ 2۰ هما بدلالة نفس المتغير المستقل بد وبالشروط الابتد ائية 
)3.7.2( .وت = )2(0 jaj‏ = (7)0 
وبتطبيق صيغة اد امز على العاد لتين . نحصل على معاد لتى التواتر 
i‏ ا AE‏ 38 57 ا 8 ملد 7 = Jiy‏ 
|o; (3.7.3)‏ ...+ يقر د 1V‏ + []م + ره = arı‏ 
8 9 ۱ ۳ 
لني سح استعمالها حانا يتم الحصول عل فیم ابتد اثبة كافية بمتسلسلة تيلر. 
كمثال ناخذ الحالة المبسطة للمعاد لتين الآنيتين : 


(۵) ۷ = (2رلا,)ه = چ ;2 = (۷,2,)ل = ور 
بالشروط الا بتد ائية 
(b)‏ 2 = 2 = (2)0 وا = وا = (4)0 


اللتين تعطیان بالتفاضل 


2 = 40 ;1 د 1/0 
۳۳ ۸ 
۳ 0 = 2 ;2 = وم = ون 
9 / 1 
رکه 7 ول 20 1۳ = 20 7 #0 


۳ ۳" ۰ 2 
هه اه شیم و ۲ و + مه + ]2 ۱ 
ومن هذه المتسلسلة : ق ۱ 

YJ, VY, VY, ۱ ۰ ۷۹2 نحصل عل قم‎ 


التي مك الاسطر الثلاثة الاوف من الجدود ( 3.11 ) لقيم 232 ,0 - ه ومن ثم 
لسحسب يسم زرم علك0.5 = 1 04 بواسطة العادلة (3.7.3) باعتا 
f = ۸ 0.1‏ ,ر = هم أن القيم الصحيحة تغبرد" ۱ 5 

Jf =2,‏ : بحة للمتغيرين 2,1 عند 0.4 = » هی 
73103 على التوالي ۲ 


۱9۹ 











) ”"-١١( جدول‎ 

























5 1 
۱ ۹ 0 ۷ ۳:۷ ۲ N2 22 
0 1 ۲ 2 
0.1 | 2) )۱ ۳ 2310 0.110 
TE 51 3 
0 كل 010 0 0215 20 1 د‎ 010 0 100 5 0.020 1 
0. ! 51 ۱ اد‎ 0 O10 1 2008 0.178 ) ۵ 
SOU 028 “Olt 0.024 





من الواضح ان هذه الطريقة يمكن تعميمها الى اي عدد من العادلات الانية وكذ لك 
الى الطرق الاخرى من التكامل خطوة فخطوة . وبصورة خاصة فان طربقة اويلر - فوكس ' 
قد تعمم ايضا لحل العادلة الآنية الخطية وللقارىء ان يشتق معاد لات المواترة لمنظومة معاد لتين 
انيتين أو اكثر على نفس النهج المتبع في هذا القسم ( انظر المسألة ( 4.19 ) 
ان حل معادلة تفاضلية من المرتبة « 


OTROS ا‎ )3./.4( 


یزود الى حل « من العادلات الانية من الدرجة الاولى باجراء التعویضات 


f(D‏ = ار 
لكوع = ff = fry)‏ = ۲ 
ETAT TEE PIS (3.7.5)‏ و "ارو 


الل ناس یک رم ومست FOR‏ و ee e‏ ۳۳ 


وهكذا فان اي طريقة لحل معادلات الرتبة الاول قد تعمم لحل معادلات الرتبة «. 


8 طريقة ميلنى م.م لعادلات الرتبة الثانية : 


Method for Second-order Equations‏ عنم الل 
من السهل تمديد طريقة ميلني للمنبىء الصحح لعادلات الرتبة الارل الى معادلات 
المرتبة الثانية .فباعطاء 
yh. )3.8.1(‏ = (0) رن f(r): y(O) = yo;‏ = ۳ 
المصحح 


35 


۱۷ 





























بطلق الحل بمتسلسلة تيار للحصول على قيم الارتكاز الاربعة الاولى للمسغيرات 
YL‏ رو fi,‏ = لا . وباستعمال المعادلة (2.10.3) كمنبىء عند النقطة 1 - 2 نحصل 
على : 
٤ , 4h‏ 
2fi). )8.8.2(‏ + رو - Yi > Yg + E3 (2f‏ 
حيث ان معرفة قيمة Ji1‏ تسمح باستعمال قانون سمبسوت الثلني للتنبؤ بقيمة 1+1 
)8.8.3( ليه + hes F4‏ سورع = مالا 


ان قيمة ببب = بر تقتنى من العادلة التفاضلية بتعویض قيم ربا ,.// 


التبا بهما كما تقتنی قيمة 00 المصححة بقانون سمیسون الثلني 


۲ ۲ 8# 
Ji 3 Yi F a (fa F 4fi + لجل‎ (3.8.4) 

واخيرا تحسب قيمة Yi+1‏ المصححة بواسطة المعادلة (3.8.3) . ان العملية قد 
تعاود غير ان هذا نادرا مايكون ضروريا اذا ما اختیرت ۸ ملائمة من حيث الصغر. 


يوضح الجدول ( 3.12 ) تالبيق طريقة ميلني لحل المسالة 
(a)‏ عون ;0= ;0= }+ yJ" êy‏ 


حيث استعمل الح التحليل للمعادلة ‏ :بس - م2 = ا ,2م )2 = ل 
للحصول على قيم :ا و 7 الاربعة الاولى . الجدول ( 3.12 ) .انقيم ب الصحيحة 





فى السطر الاخير 
جدول ( ۳-۱۲ ) 
1.8 15 12 | | ۱ 
ال وه 06 03 | 0 | هت 
1 م م م | + ام 


0 0370209444 1.7826 2.9957 2.9959 4.7285 9 7.1790 8 
۷ | 1۰0 ۱۱۰5380 2.9243 3.3509 4.81544.8167|6.84126.8451/ 9.6339 9 
1.5 2.1189 2.9692 4.1350 5۰7252 5.72747 .89767.9032/10.8614 107 
۱ ۱ ۱ 7 


2.9960 4.7294 7.180 
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9 طريقة ادامر - شتورمر لعاد لات المرتبة الثانية. 


The Adanrs-Stormer ۱0۱۱0۵ for Second-order Equations 


۱ المعاد لة الكاملة 
ان حل معادلة من الرتبة الثانية 


f) )3.9.1(‏ = 
بالشروط الابعدائية 
)3.9.2( 0 = )0( ومن = J(0)‏ 
يول الى تكامل معاد لتين انيتين من المرتبة الاول بجعل 
(3.9.3) بارضا = را 


حيث تصبح المعادلة (3.0.1) 


e = f(r). (3.9.4)‏ = "ا 


وبتطبيق معادلة آدامز (8.9.1) على معادلتى المرتبة 


نحصل على معادلات الواترة 
٠ 11‏ + ۷ + 3۲۷ + 1 + 2 
yı + ۱۲1 + $¥ + yV? + .. . 2:.‏ 


(8.9.5) 


2] = 


Ji1 7 


الاول (3.0.3) 


)3.9.4( 


وبطلق الحل .كالعادة . بمتسلسلة تيلرثم يتابع التكامل كما مبين ف فى الجدول ( 3.13 ) 
حيث حسبت القيم اعا ا الا 0 


متحركين من اليسار الى اليمين. 


جدول (۳-۱۳) 


| Fey | بجع‎ 330 fit | Fa | دب‎ 
Vets | ١12م‎ e fie | fire | Vore 






































ET +1 9 Yt | Ri 


و 


ب 





ور 


2 + 2 





۱9۹ 















































من المکه الحصول على شىء من الت لتبسيط فى ١‏ لعملية > حين تنتفى الحاجة للمشتقة 
7 باختصار ء بين المعادلتين ( 89.5 ) وبذ لك يوفر جهد ايجاد فروقها . ولهذا الغرض : 
نطبق المعادلة الثانية من ( 8.9.5 ) عند :نلا ,بل 
ل + ll + BV + ÊV?‏ = بل - بل 
روت12 ۰ .. + hl + ۷ + Y2‏ = ول yi‏ 
وعند طرح المعاد لة الثانية من الاول يحصل : 
لست = بع)[. ,. + Y1 ~ 2y: + yi = ۷1 + ۷ + FV?‏ 
(3.9.0) 
VP + .. Jar‏ + 9 + ۳ 


لكن المعادلتين (2.4.11) و (3.9.4) تعطيان 
hf‏ . + ورد + ورد - 1] = ...]hDe;‏ + 3۶ + 3 — 1] = :۲2 
وبالتعويض عن قوى 7 في الاقواس المستطيلة بمفكركات الفروق من العادلات 
(2.4.16) , (2.4.17) نحصل على : 
با — تار — 7 1[ = Va,‏ 
ولدى تعويض قيمة ۲2 هذه في العادلة (3.9.6) نحصل على معادلة مواترة آدامز- 
شتورمر : 


“يار + ول + RL‏ + و2 + سوروت = نبالا 
897 ...+ توق + “رقي + 


رب) المعادللات غير الكاملة 


متی‌مالم يعتمد الطرف الایمن من العادلة (3.9.1) على 'ر یمکن انجاز تکاملها 
بواسطة المعادلة ر 8.9.7 ) بمفردها .على ان العادلة ر 3.9.7 ) يجب ان تستعمل مع 
اولى المعادلتين ( 8.9.5 ) عندما يكون ر بدلالة 7 سنطبق المعادلة ( 3.9.7 ) لاستيفاء 
حل مسألة الرقاص عديم الاحتكاك والتي تنظم بالعادلة (ى من القسم (3.2) : 

û = 4.6499 sin 6, 1‏ 
بالشروط الابند ائية 


رب ,0 = وق ;2.0944 = و6 


والتي بوشر بها في القسم ( 3.9 ) الجدول (8.2) في هذه الحالة 


۹۰ 





ê = f)0( = -4.6499 sin ۵‏ 
لاتعتمد على اي من r‏ أو ف مما لايتطلب اكثر من المعادلة ( 3.9.7 ) للحل . 


ان الجد ول ( 4 ) بعطي ننائج الاستیفاء الذي انطلق بثلاث قیم للمتغیر 8 ,01  -‏ 
مع أخذ الفروق الثانية للدالة / 


ان الاستكمال الخطي من الجدول ( 4 ) بعطي و - و عند 0.9978 = 7 
وبخطأ مقداره 0.2 في المائة في دورة e‏ بقة تكامل القطع الناقص 
elliptic integra (‏ ) ( انظر القسم ( ود 














) ۳-۱١48 ( جدول‎ 
۱ ۱ ۱ ا‎ 0 
r ۱ 0: ۱ fi Vf; Vf: 
۱ 3 
0 2.0944 | -4.0268 ۱ 
01 2.0742 | -4.0728 ۱-0 0 
02 2.0132 | -4.2021 | 0.1293 |  -3 
03 1.9101 | -4.3849 | -0.1828 |  --5 
0.4 | 1.7631 |_ 4.5643 ۱ 0.1794 ۱ 4 
0.5 | 5 - 9 -0 06 0.0938 
0.6 1.3313 | -4.5174 | 8 0.2181 
0.7 1.0467 | -9 0.4915 0.350 
0.8 0.7215 | --838 0.9546 0.4631 
0.9 0.3652 | -1.6605 1.4108 0.4562 
1.0 —-0.081 0 














ان الاستعمال الاني لاولی المعاد لتين ( 5 )مع العاد لة ( 7 ) موضح في 
الجد ول ( 3,15 ) الذي بعطي حل مسألة الرقاص ذي الاحتكاك في القسم ( 39 ) والتي 
تنظم بالمعاد لة ( ك ) : 
(ج) ,0 = ۵ û + 0.46 + 4.6499 sin‏ 


بالشروط الابتدائية رب ) اعلاه . وباستعمال 1 ۾ وثلاث قيم أولية من حل 
متسلسلة تيلر في الجد ود ( 3 ) في هذه الحالة 


8 = /)0,8( = -0.40 - 4.0499 sin 0 


م ٠١١‏ الطرق العددية في الهندسة 15١‏ 















































وبذ لك تصبح معاد لات الواترة : 


Û; + 0,11 + 0.59 + 04167۷۷ 0‏ = يبرق 
08 + 0.0111 + ,28 + ور = 0 


ان الاستکمال الخطي سن 1,0 عم 1.1 عدار يعطي 9 = 7 لزمن مرور 
الرقاص في الوضع الشاقولي بزيادة ‏ £7.63 على زمن الرقاص غير التخامد . 


i 


جدول ( ۱۵ ۳) 
































































9 تا 
| 0.0828 | 00306 03 
| 0.0503- | 0.0197- 1.9172 
| 0.0022 0.0175 1.780 
0.0756 |0581 10 | :60 
0.1688 | 0.2269 | :34 
0.264 | 03010 | 2.6883 
0-6 08226 | 2.3219 | 2.0672 | 0.8550 
080 1.1506 | 1.1713 | 1444 8- | 0.5497 
1.0659 .| 2.2105 2 | 3.1003-_ | 0.2330 







- 4 9 05 








0 طاقة فوکس :ده لمعاد لات المرتبة الثانية الخطية. 


Fox’s Methods for Second-order Linear Equations 


من الممكن الحصول على صيغة بسيطة لتكامل معاد لة المرتبة الثانية الخطية 
g(a)y = F(x) (3.10.1)‏ + ال( yJ"‏ 


بالشروط الابتدائية 
)3.10.2( 7 ع (0) ...ولا = )4)0 


بالطريقة التى اقترحها فوكس . تضرب العاد لة بالكمية ”۸ لتصبح 
hf()(hy') + hg(a)y = RF (2)‏ + “ار 


۹۲ 











































































































ثم یعوض عن ۸۷ , رم بما يقابلهما من مفكوك الفروق المركزية فى المعادلة 
( 2.7.16 ) وبجعل ١‏ = ت واطلاق ۷ راز نو , ,8 على قيم ل رز ,9 , #عند بم 


h 
1+ T 2۷: + Yi + 5 Yin ب‎ Yi-1) + 00 


0 0 7 8 0 27 
(... + وق - )دا + بو( ... + - )+ h‏ = 


وبحل هذه العاد لة لقيمة 0 نحصل على صيغة فوکس لعاد لات الدرجة 
الثانية الخطية 


/ 
| - (= Jue + ها‎ - anu + r, + جيه‎ | 


(3.10.8) 


حيث ان التصحيح 7 هومن مرتبة »,رويساوي 


90 12 1+ 
بطلق الحل 7 بواسطة متسلسلة تبلر لغرض الحصول على ,17 ثم يتم الاستيفاء بواسطة 
المعادلة (3.10.3) مع اهمال التصحيح .وتستعمل فروف التفسريب الاولی 7 
الحسوبه بهده الطريقة لايجاد قيمة ع ثم تستعمل المعادلة ( 3.10.3 ) ثانية مع 
62 للحصول على تقريب ٿان . 2 ۰ للمتغير 1 . وتكرر العملية الى ان تتطابق 
لغرض توضيح هذه العملية ۰ تؤخذ الد ورة الکهربائية في الشكل ز 3.3 ) حيث المحاثة 
,2 . والتوصيل المتغير )6 والسعة © مربوطة بالتوازي . فاذا ماتغيرت )0 حسب 
القانون 


قق قق ق 4ق 
(8.10.4) ره 1 له 6 yD 1 hf ê‏ 1 ...4 ( 1-) 


G() = 60001 + a sin 1030, (a) 





شكل ( ۳-۳ ) 


۹۳ 


فان قانون كيرشهوف الثاني" يعطي العاد لة ادناه للفولتية ( الجهد ) ء 
۰۵-4 }+ م60 + ی 
او . بعد الفاضلة بالنسبة الى ١‏ والقسمة على © نحصل على 


1 م 1960 , 1( ب de‏ 90 
=( شم + (zo‏ + بر + 


وباخذ 6 


1 ميكروفاراد ( 0-۰ فاراد ) .رز = 0.02778 هنري 60۰ = 0.007 


مو مطور ۾ = 0.5 , 


ل 


sin 6 ° 7‏ ر107-9/6) = و 
وباهمال الجزء المتغير مع الزمن . 


106 
3 6 ا سس ا 
cos 103‏ 10° ۰ 3.5 67 


مقارنة بالحد الثابت 1/10 = 36× 106 * تصبح معاد له الفولتية 
cos 6 ۰ 4,‏ = 1056 ۰ 36 + ع )10% sin‏ 0.5 + 7000(1 1 
وبتغيير وحدة الزمن من 4 بالثواني الى + بالكيلوثانية 10:0 = 
تتغير المعاد لة الى : 
رب ) +6 ê + 7)1 + 0.5 sin (۶ + 36e = eos‏ 


حيث ترمز النقطة الى الفاضلة بالنسبة الى 7 . وتقتضى حالة السکون الابتدائية ١‏ 
رج) ۱ ۱ 
= وف = (۵)0 ۰ :0 < وه < e)0)‏ 





Differential Equations, 5۵6. 1.7 انظر‎ 


.. وردت خطاً في الاصل الانكليزي وغيرت هنا الى . لتحقیق الانسجام مع العاد لة النهائية رب) 
( الترجم). 
(.) لغرض حل العاد لةکاملتدون اهمال الحد 00/04 ندع 40/0۸ ثم تكتب معاد لقالد اثرةالكهربائيةبد لالة 
و ور d EO‏ 


ب[ ۲ 0 0 ۲ 38 
ولدی حل هذه العاد لة للمتغیر : . تقتنى ()م بالتفاضل . 
( . ) وردت خطأ . ميللي ثانية . في الاصل الانكليزي ‏ الترجم) 
حل 


لاطلاق الحل ترتب المعادلة ( ب ) : 
1 = وغ 36e + cos 6r;‏ — و( sin‏ 0.5 + 7)1- اق 


وبالتفاضل 
;1= < و6 ê = —7(1 + 0.5 sin (8 — (3.5 00897 + 36(6 — 6 sin ör;‏ 
cos r + 36( + (3.5 sin (۵ — 36 cos Ûr;‏ ) — ل( gi" = —7(1 + 0.5 sin‏ 
ej = —30.‏ 
وبهذ | يقتنى مفكوك متسلسلة (7)» في جوار الاصل : 
,1.254 ¬ 1.166773 - 0.5 فرق د 473 چ = e)7(‏ 


ومنه 
e(0.05) = 0.00110; e(0.10) = 0.00371.‏ 


ان تطبيق المعاد لة ( 3.10.3 ) على مسألة الشروط الابتد ائية رب) .(ج) 


h 23 
= 0.1; J(r) = 7(1 + 0.5 sin r); g(r) = 36; F(r) = cos 67, 


: بعطی معاد لة المواترة للتقريب الاول 600 للمتغير 
1 
e = TT OOF )1 > 008۴4 + 1.046 + 001, (d)‏ 


حيث اهمل > وانطلاقا من 0 = )ء و0.00371 = ء تقتنى النتائج الدونة في 





الجد ول 3.16 
جدول ( ۳-۱۹) 
)م ۰ | :005 - 1 | fi 1 + 0.05f;‏ ۱ 
0 7.00000 0 
0.00371 0.00825 3 | 1.36747 | 7.34944 |0.1 
0.01048 082+ | 0.01823 _ | 1.38477 | 7.60584 | 0.2 
0.01337 7- | 0.59828 | 1.40172 | 8.03432 | 0.3 
0.00955 7- | 0.58185 | 1.41815 | 8.36297 ]0.4 
0.6+ | 0.00990- | 0.56610 | 1.43390 | 8.67801 |05 
0.6- | 0.00897- | 0.55119 | 1.44881 | 8.97624 | 0.6 
2-4 | 0.00490- | 0.53726 | 1.46274 | 9.25477 | 0.7 
9- | 0.00087+ | 0.52446 | 1.47554 | 9.51076 |08 
91 - | 0.00635 0.51292 | 1.48708 | 9.74166 | 0.9 
0.00538— | 0.00960 4 | 1.49726 | 9.94514 | 1.0 
1.11١ 10.11924 | 1.50596 . 4 +0.00552‏ 




















وى 


















































ولتقييم تقريب ثان بتصحيح فوکس . تژخذ فروق 0 ويحسب التصحيح بالاقتصار 
على حديه الاوليين : 


0 = ۳۴ + hf; 2) e = (0.0833384 + (3قسرول0.01667‎ ۰ (e) 


61 


وتظهر نتائج هذه الحسابات في الجدول 3.17 
































جدول ( ۳-۱۷) 
۱ م108۵ | 
1058e | and 0 e ۱ e‏ | 10*24 3 
۱ ۱10۹ ۱ 
۱ | أ أ 
۱ م0 ١‏ 0 | سب يجيه 0 5 
7 یت 3 58 تیاه سب 55 اكيت 95 371 جا کج 
0.00371 | 0.00371 0.00010 ~~ ا (250) | (250-) | 306+ || 0.00371 0.1 
۱ ۳ 694 677 اس 
j 0.01040‏ 0.01040 0.00028— | 411 )488( | 388 0.01048 | 0.2 
سس 283 | 289+ اس سس 
| 0.01305 0.01308 025+ | 417 (75- ) | 671 سس 0.01337 | 0.3 
۱ سيد 14| الا 382 اسسا 
j| 0.00938‏ 0.00942 0.00058 200 264 )| 537 سس |و5و00.ه | 0.4 
۱ س 394 919 ۱ ۱ 
00096 .0+ | 0.00073+ | 0.00064 43+ (415 )| 143 - سس | 0.00036+ ¦ 0.5 
۰ ۰ ]| 437 1062 ۱ 
Î -9‏ 0.00934- | 0.00044 8- (308 )| 294+ اس ]0.01026 0.6 
س اس _- 299 ۱ 768 
0 0- | 0.01673 | 0.00008+ | 239 ~~ (180 )| 593 | 0.01794- | 0.7 
۱ : ا 60+ - 175 
1 0- | 0.01862- ¦ 0.00024— | 238- (59- ) | 653 سس ]| 0.01969- | 0.8 
مسب _- 178 1 478+ انها 
8- | 0.01435- | 0.00055— | 160- (258-) || 475 ۱ | 0.01491- أ 0.9 
س 338 j‏ 953 سسس 
(O) | —0.00066 | -0.00550 | - 8‏ (400-) || 137 | 0.00538~ | 1.0 
: ]ست ۰ ۰ ۱ | 1090 امس 
5 + | 0.00476+ | 0.00026— | )200( (250-) اس 2+ | 1.1 


























اقتنیت قيم :ویر 4 ( داخل الاقواس) عند 1.1 ,1.0 ,0.1 = 7 بالاستيفاء بالنظر . 
غير ان قيم *س ( في الاقواس) عند ۶ من 0.2 الى 0.9 تمثل متوسط القيمتين :و 
المتجاورتين . 
ان قیم ,»> تقتنى بمعادلة المواترة : 
1 
1 ليع + 0.017 سل 1.6۵42 سل ,2 0.05f;)e‏ لعن 1) - | 05۶ e, = TF‏ 


(و . 1+ 

حيث تؤخذقيمة 4 من الجدول 3.17 وباخذ فسروق هآ تحسب 
التصحیحات الجدیدة له ومن نم ”6 الدونة في العمود الاخیر من الجد وك 
7 . وعندما يظهر ان فروقات. *ء وتصحیحاتها مطابقة لتصحیحات 2م وعند 


هذه النقطة توقف العملية . 


۱۹۹ 






























































من الممكن تجنب ا طلاق الحل بطريقة متسلسلة تيار المستهلكة للوقت . مع التضحية 
ببعض الدقة . بالتعبير عن الشرط الابتدائي الثاني في العاد لة (3.10.2) بدلالة الفروق 
المركزية المعدلة ( 0وعوع<ه ) وبتطبيق المعادلة (3.10.3) . دون تصحيح . عند 
الاصل 


2h;‏ = در - را 
F Fo.‏ ور(۱ - 2( = در 0 د 0( + الا n)‏ 0 ۱( 
وباختصار قيمة الارتكاز الصطنعة:-۷ بين المعاد لتين : 
yy + (۱ - 0 Yo + a )3.10.5(‏ 3 ج ۱( = نز 
وفي حالة العاد لتين (ب)و(ج) تکون : 


—F‏ = ره 


2 


2 2 
0 < اك‎ cos 0 = 0.005, 


ومن ثم بتطبيق الطريقة الاصلية . المعادلة (د). 
.0.00888 = يم :001280 = e;‏ ۰ :001048 = وم 
ان دقة هذه الطريقة تعتمد على الاهمية النسبية للخطوة ۸ على قيمة :© 
ان طرق فوكس فى هذا البند والبند -3.6 ملائمة للحاسبات القادرة على اخذ الفروق تلقائيا. 
3.11 طرق نوميرف. Noumerov’s Methods‏ 
عند ما تكون العاد لة التفاضلية الخطية من المرتبة الثانية خالية من حد المشتقة الاولى نر 
أي أن صيغتها : - 
F(z), (3.11.1)‏ = ۷( + ۷ 
فان تكاملها قد بنجز بطريقة فعالة تعود الى نوميروف . بضرب العاد لة (8.11.1) بالقد ار ۸۶ 
وتعريض المشتقة الثانية بمفكوكها من الفروق المركزية المعادلة (2.7.15) . تصبح 


(+ 
15 + gg و‎ + BY: = WF, (a) 


۱۹۷ 





وبالتأثير على طرفي المعاد لة بالمؤثر ( 2 + 1) بخصر حد “8 وتأخذ المعادلة الصيغة 
التالية : 


8 1383 hê? h282 
2 35 240 0 4 1 ۷0۰٩ 9 13 (fy) = RF; + 17 F; 


h? 
Or YH ~ 2y: 41 yi + بر‎ + 17 (fia — 2fiy: حك‎ f-11) 


h? EL 
= RF; ل ار 1 7 +۱ ود‎ e وه اتوي‎ e : 
1 ور‎ (Fe = 2 F Fi) ۳ 13120 ۳ )" 


ولدى حل هذه العاد لة للمتغیر ۰ نحصل على قاعدة مواترة نومیروف 


h 53 
yp > سپس‎ ۳0 E r) Ym + 2 Sî 2 yJ” 
1 


2 
4 (Fi + 10F; + Fi) + و‎ | )8.11.2( 


3.11.3 اسم 138 _ ثة E‏ 

e = د‎ GG 15,190 ا‎ : ١ 

يلاحظ ان قيمتي Y1, Yo‏ فقط مطلوبتان لانطلاق الحل > كما ان التصحیح : الذ ی 
هومن مرتبة ۸ غالبا مايكون تافها حتى لقيم ۸ الكبيرة . 


لتوضيح استعمال العاد لة ( 12 ) خذ الد اثرة الكهربائية في الشكل (3.4 ) بمحاثة 


1 


.)10 ب 
a cos 10%)‏ + 1( 9 


1 
0 
ان شحنة الکثف ()ي تحقق المعادلة : 


dq 21 
TF ۲ ۷ 2 7 (۰ 





10211711601 Equations, Sec. 2.8 انظر‎ )( 


۸ 


فاذا كان 07 36١‏ = (,1/)1,0 بوحد ات عملية . تصبح المعاد لة 


2 
اد‎ + 36 ۰10*01 + 0.4 cos و1073‎ = cos 6 ۰ 10% 


او . عندما ندع 10001 = م 
q + 3601 + 0.4 cos (9 = cos 6r,‏ 


حيث ترمز النقاط الى التفاضل بالنسبة الى - . ان شروط السكون الابتدائية تتطلب : 
0 = 0-0 = )0( :0 = و = )4(0 
لا طلاق الحل تفاضل 
1 = من dq = -36)1 + 0.4 cos r)q + cos 6r;‏ 
0= و :6۶ sin‏ 6 — و(ج (sin‏ 14.4 + بزح q4 = —-36(1 + 0.4 cos‏ 
(cos 7)q — 36 cos Ûr;‏ 14.4 + و( (sin‏ 28.8 + زو( cos‏ 0.4 + 36(1— = 
qj = —86.4,‏ 


م 
أ 


ونحصل على مفكوك المتسلسلة النافذ في جوار صفر 


د نم 
24 2 1 





= 0.57 - 3.674, 


qı = 0.00464‏ = (9)0.1 
ان تطبيق المعادلة (3.11.2) دون التصحيح . على مسألة الشروط الابتدائية رب) 


ورج) بالقيم 
h = 0.1; f(r) = 3601 + 0.4 cos 7); F(r) = cos 6۲,‏ 


تعطي معاد لة المواترة : 
0 001 - 2 + رل r)‏ 001 + ۱( | ۹9 = انو 
رد) | لم + (Fi-1 + 10F;‏ 901 + 
وانطلاقا من 0 = ,و ,0.00464 = ,و تعطي المعاد لة (د) النتائج المد ونة في الجد ول 


۱۹۹ 





568 الذي يحوي حل المعاد لة ذات المعاملات الثابتة المناظرة للمعادلة رب) : 


cos 6+,‏ = ما + ان 


جدول 7 ۳-۸ ۱ 



































١ سس‎ 
7 واو ىر‎ oon, ا ل‎ 4 oF + F0 | 9 ۱ 0 
۱ 12 6 13 ۱ ۱ 
ا‎ ۱ 
مات‎ | 
۱ ۱ 1 
0 0ا 0 1.58002 | 1.04200 504ا‎ ۱ 
| 0.1 | 8 101194 1 28009 | 6 00101 1 0۰00۱7۱ [ 
102 50: 11308 | 1.0076 ۱22 | TKR COE REE 
03 [ 49.75704 | 8 LAAT | 40.00852 0 02115 | 0۰2135 | 
فيضا‎ 9 1 5 ۲ 28040 [| 000291 ۳001882 | 8 | 
0.5 | 48.63708 | 1040535 | ۱.59471 | 6 0 00402 | + 8 
00 17 88504 | 1.04900 | 1.00097 | — 0. O01 009171 | — 0.00221 
07 | 47.01384 | 1.03918 | ۵8 (01 ~0 07228 | —0 4 ۱ 
08 Û 46 03248 | 1.03886 | ۱.۵۱۵۱۱ | — 0 2002120 Û ۷ 
۳09 | 41 15101 | 086 1.62042 F0. 0008 2003105 Û ~0 6 
1.0 | 13.78082 | ۵۵۸ 1 00014 1001101 Û 20 
1.1 | 42.53184 | 4 0.00932 0 05845 | + 0 
: 
والتي تفي بالشروط رج) . أي‎ 
qr. = sin Or. 
2 ره)‎ 


ان التصحیحات المقيمة بواسطة المعاد لة (3.11.3) تغير الرقم الاخیر من ) بوحدة أو 
وحد تین وهی لهذا قابلة للاهمال . 


ویمکن تعمیم طريقة نومیروگ لحل معاد لات مرتبة مشتقاتها زوجية ومن اي مرتبة والتي 
معاملها المتغير الوحيد هو معامل ر . ولتژخذ معاد لة المرتبة الرابعة . 
F(x), (3.11.4)‏ = ۷( + ره + ۱۳۲ 


کمنال حيث اد ضرب حد ودها بالمقد ار“۸ والتعريض عن ۷۸۲ , ۱۲ بمفک وکات 
فروقها المركزية يقود الى المعادلة المناظرة : 
1 “8 , ق ي 1 ق 
TT 507 (2‏ ~ )ا 0 7 53 + 3 - )| 
hf. 31‏ = 


۱۷۰ 



























































وباستعمال المؤثر ةه + 1 على المعاد لة . حيث » ثابت غير معين . نحصل عل : 


6 4 0 8° 
0 ۱۳۹۹ ۳ مم اشع 9 


26 
رن a§%)F;.‏ + ۹1 = رل ۹۵ دون 3 4 ر ا 75~ 6 ach?‏ + 


5 نوه ل مه م 0 .86 ف | ۹۳ فى ۰ 
ويتم اختيار قيمة © بحيث يصبح معامل :۵*7 في العاد لة (ز) صفرا : 1 


۶ — 15 5 5 
(.3.11) ام و[ #12 
وبقيمة » هذه ومع أهمال الفروق التي مرتبتها اعلى من ستة تصبح العاد لة (ز) كما يلى : 
لتقم + as%fiy: = h1‏ + ۹01 + 0۳۳۵2 + م۵ [(چلد - ch(a‏ + 1] 
(3.11.6) 
ويمكن حل هذه المعاد لة للمتغير عبن بد لالة ‏ 1ل ولا جل تلا مما يسمح 
بالتكامل خطوة فخطوة باربع قيم انطلاق وبخطأ من مرتبة *۸ . 





وللحصول على قيم الانطلاق الاربعة تستعمل متسلسلة تيلر أو تستعمل اربع معاد لات 

فروق مشتقة من الشروط الابتدائية الثلاثة س ,ر ,”ر ومن المعادلة التفاضلية فى نقطة 

الاصل. وتشتمل هذه المعاد لات خمس نقاط ۷-۷-۰ رەل ,11 ردلا واحدة منهازن معاومة 
. ويعطي الجدول 3.19 حل المعاد له. 


() ,0 < ۳ :100- 2 ون SO‏ 21 ولا :0 2 109 - 7 
حيث اخذت نقاط الانطلاق الاربعة من الحل الضحيح 10 0۵ = ۷ وفى هذه 
الحالة 
SO OS SIO aa .‏ 
تصبح معاد لة المواترة : 


(ط) وا 4+10 + 10y:‏ — 6( — بپین( 104 + 4( = يزان 


۱۷ 


كما يحوي الحدول 3.19 عل الحل المقتنى من معاد لة المواترة : 


(ي) مير حر FA‏ 0 — 6) — رويك = و 


التي اشتقت باستعمال الحدود الاولى لمفكوك الفروق المركزية المعادلة رو) وکذ لك 
على القيمة الصحيحة للمتغير ر . 


جدول ( ۳-۱۹) 


4; = con 107 ٣ 


—~ (00 — (0. 0510 3 --)( 3 
0.2837 (۰ 2 - 0 0 





باستعمال الموثر (884 -ل ”ة» + 1) على المعاد لة (أ) واختيار © ,3 بحيث تصبح معاملات 
رة :3*۷ صفرا . یمکن التوصل الى معاد لة مواترة بخطاً من مرتبة 5م 1 3.0 


بوضح هذه العملية مطبقة على المسالة 
.0 = 74 ;1 = و1 ;0 = 100y‏ + 1 
فى هذه الحالة تكون 
rh? E‏ + 1 
ر) = 8 rh?‏ 


TTF ch? T3 4 ۶ 


وتكون قواعد المواترة ذات الخطأ من مرتبة ۸٠‏ ,46 على التوالى . باستعمال 0.1 = م 


a 

(ل) ور ا ,رس = 1 
7 5 عت 1921 

Ji سس‎ 02 4; 

بت 3 

1 رعو 3 س = Yol‏ 


در.ى حل معاد لات القيم المميزة بطريقة التكامل الامامية : 


Solution of Characteristic Value Problems by Forward 


Integration 

معاد لات القيم المميزة احادية البعد تحكم بمعادلات تفاضلية . اعتيادية متجانسة 
ذات 0 حدودية متجانسة .ان الحلول غير الصفرية لهذه المسائل توجد لقم 

ة . من وسيط Parameter‏ (التي يجب تعیینها . إن الحل العددي لمسائل القيم المميزة 

هو احد 208 المهمة للتحليل العددي الحديث . كما انه اساسي في مجال الاهتزازات 


ون 














والاستقرار ا مرن . ستوضح هنا طريقة التكامل الامامية . بينما سيعطي حل بالفروق المركزية 
والمعاد لات الآنية في القسم .4.7 . 


)3.12.1( 0 = (۱) = زم)رن :0 عدي د + ۲ 


حیت 1 طول العتبة [ 7[ جسؤتها الانثنائية .7 الدفع واشارات الفتحة ( prime sig‏ 


( 
تعني التفاضل بالنسبة الى المتغير اللابعدي,7م = 2 بضرب المعاد له (3.12.1) 


بالقد ار 1/2 5 ۸ وتعوبض فروق مركزية من مرتبة 1۳ عن ۸*7 نحصل على فاعدة الواترة : 


F (2 — PhYYi, (3.12.2)‏ را = وبا 
E‏ 
)3.12.3( = 
ينطلق التكامل بقيمة تجريية ۸ بدلا من و1 = را لان المسألة المتجانسة للمعادلة 
جدول "-9١(‏ ) 


0. 0000 


1.0000 
1. 2500 
0.5625 
~0. 509 





( 3.12.1 ) تعرف (تحدد): من ثابت ضارب .يعطي الجدول 3.21 نتائج التكامل 
باستعمال 2 - 4:85 = ۰ حيث تصبح معادلة الواترة : 


)0( .1.250 4 ۱-1 ۶ 1۱لا 





* ممع‎ J. Collatz, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung, Chelsea 
Publishing Company, New York, 1948. 
1.7 انظر مثلا المعاد لات التفاضلية البند‎ ) ١ 
Fluaural ۱2۱4۱۱: جسؤتها الأنثائية‎ )+( 


۱۷۳ 


وببين الاستكمال الخطي بان ل تساوي صفرا عند 0.8768 = 2 وحيث انه يمكن 
بیان کون 7۶ تتناسب طرديا مع 1/1 وان الطول اللا بعدي للعتبة هو1 = 2 . لذا فان قيمة 
هي 

9.2256 = )0.8768( = نازر 

بخطأ مقداره 6.5 بالمائة نسبة الى عم ى هی 

بعطى الجدول 3.22 التكامل باستعمال 9 = 75 :10 = ”أي للمعادلة 

(b)‏ 1 عط ولا = يبول 

ویعطی الاستکمال الخطي في هذه الحالة0 = بوعند 1.0433 = و 
ولذافان ٠‏ 
X 9 = 9.7965,‏ ?)1.0433( = ذنم 


بخطأ مقداره 0.74 


كما يحوي الجدول 83.22 قم 1-1 << وبي التي تتناسب طرد سا مسح 1 
ويبين الاستكمال الخطى ان 0 = بر عند 0.5218 = ۾ وباعتبار هذا طول عتبة حيدية 
cantilever beam (‏ )نحصل على © المناظرة . 


= )0.5218(: X 9 - 07 











جدول ر ۳-۲۲) 

1 2 ۱ Yi Vi+1 7 Yi-1 

0000 .0 0.0 0 
1.9100 1.0000 0.1 1 
1.6481 1.910 0.2 2 
19 2.6481 0.3 3 
0.7163 3.149 04 4 
0.1302 3.3644 0.5 5 
0.4676 - 3.281 0.6 6 
8 1- 2.8968 0.7 7 
19- 2.2548 0.8 8 
7 1 1.4099 0.9 9 
10س 0.4381 1.0 10 

11 1.1 - 01 








وبخطاً مقداره 0.67 بر مقارنة 4/*+ بقيمة 


۷۱۷: 











ولاستعمال صيغة تكامل فعالة تطبق معادلة نوميروف ( 3.11.2 ) على المسألة : 
y' + ۳1 + sin re)y = 0; /)0( = y)1( = 0, (3.12.4)‏ 

التى تحکم حدل عتبة بسيطة السند ذات عزم قصورذ آتي متغیر 7:۱ دبا اع(ی) | 
تصبح معاد لة المواترة في هذه الحالة 

















NE 5‏ | 
sin ۳۵۱۱ |‏ # 1) رت 10 س ۴ RTE‏ مور 
0 
FF ۷۷۱ 0‏ 1( 5 + 1 
5 : 9/۳ 
SN ۳: 1 | 1 (3.12.5)‏ + 1( + 
١‏ ل 3.23 الک 00 : 
يبين الجدول 3.23 التکامل باستعمال و = برد ىر درم د يم 
جدول ( ۲-۲۳) 
10 1 ۷/۳ 
Ui‏ لمجم xin‏ عط بت 0 ان :> الله i f‏ 0 1 1 2 1 
3 ج sak‏ 
)0( 1.5833 11).] 0.00 0 
0000 ۱ 1.2887 ۱ | 025 1 
i.0 ] 1007 1.1896‏ 0.50 2 
O75 1 0011 1.0 0. 257‏ 3 
1:3 0 - 1 ۰۶( "۲ 1.00 4 
سل 














وبالاستکمال الخطی ۰ 0ع ,عند 08133 = : لذا 


X 8 = 5.2920,‏ )0.8183( = ثم 
بخطا مقداره 0.71 = م بالائة مقارنة بالحل الصحي- 5.33 المقتنى بالمعاودة . 


13 معادلات الفروق: 
Difference Equations‏ 

استعملت الفروق المحددة فى الاقسام السابقة لتحويل المعادلة التفاضلية الى معادلة 
مواترة . تتضمن قيم التكامل المجهولة في نقاط الارتكاز . وذلك من اجل حل مسألة الشروط 
الابتدائية .ثم استعملت‌قواعد المواترة هذه لتحديد قيمة :۷ حال معرفة قيم الارتكاز 
Ji2 , ۷-1‏ السابقة لها .ان نفس الاسلوب سيطبق عل مسائل القيم الحدودية في 
فصول قادمة . حيث سيتجلى ان قيم الارتكاز :۷ تفي بمجموعة آنية من المعادلات الجبرية 
الخطية. 


۱۷۵ 





























ان حل معادلة مواترة الفروق المحدودة . التي تربط عددا من نقاط الارتكاز اسازیة 
البعد على الاحداني . هوعملية من الجوهرية في التفاضل والتكامل العددي بحيث 
نظرية كاملة للمعادلات الفروقية . تناظر نظرية المعادلات التفاضلية ° قد نشأت. 


ولاغراض هذا الكتاب . يكون من الضروري تطوير نظرية المعادلات الفروقية الخطية 
المتجانسة ذات العاملات النابتة فقط . اي معادلات على الطراز التالي 


)3.13.1( ,0 = پرزم 4 + Aes‏ 1 ا ha eine‏ ا Mino‏ ل Min‏ 
حيث :/ ,**يو اعداد صحيحة والعاملات 4 ثابتة. 


باستعمال مؤثر الخطوة (م)هب«مممیو_,طم = E‏ 


Eye = ۱ (3.13.2)‏ 
وقواه : powers‏ 
)3.13.3( مز = ما و... تمس = FE‏ یراج بدا 


والذ ي هو مناظر للمزثر ۰ یمکن کتابة معادلة الفروق ( 3.13.1 ) بالصيغة التالية 
RS O‏ + وا ری وا EAE‏ 


ویقتنی حل العادلة ( 3.13.4 ) بواسطة الدالة التجريبية 


,2 = برلا 


)3.10.5( 


حيث عدد مركب ( أو حقيقي ) .ان تعویض العادلة ( 3.13.5 ) في ( 3.13.1 ) 
3 ي 


)3.13.6( ,0 = عور و ا وروم + .ا یا ل ا 


ولكي تکون 7۰ حلا لعادلة الفروق مهما كانت قيمة العدد الصحيح 7 .يجب ان 
تكون 2 جذرا للمعادلة الجبرية ( المعادلة المميزة ) 


(8.183.7) .0 = 40 اه مرق سل ...+ Aaa?‏ عه دون 44+ 


() هامش ص .3 See Differential Equalions, Chap.‏ * 
انظر الفصل التالث . العادلات التفاضلية 
) استعمل العداد ] هنا بدلا عن 7 لتفادى الالتباس مع العدد الخيالى . بینما تمثل ۸ سرتبة المعادلة . 


۱۷۹ 


ماب نس 


(أ) عندما تكون الجذور (م,...,1,2 = ) رم للمعادلة (3.13.7) حقيقية ومتباينة 
يمكن تحليل المعادلة (3.13.6) الى عواملها 
0ح مويه اس و6 (وع د e)‏ ¬ )2 - 2) 
ويكون حلها العام كالاتي : 
Cef + Cael +... + 0 )3.13.8(‏ = مل 
حيث ,0 وابت اختيارية تحددها شروط المسألة 


وکمثال لنأخذ العادلة الفروقية : 


Yrs — ییاد‎ + SY = 0 (a) 
بالشروط‎ 

۷0 = Û}; y4 = 10, (b) 
ومعاد لتها المميزة‎ 


0 = ق + 4 ~ 2 
لها جذران حقيقيات 1 = ,ع ,3 = وم 
كالاتي : 
(e)‏ “3 و عل *1 0١‏ = يرن 
ويتطلب الشرطان (0) کون 
وس = ول)س Cı + Cs = 0; 0:۰1 + C,° 3*4 = 10; C=‏ 


,8 
 1( (d)‏ *8)خ = »لا 
من المفضل احيانا ان يكتب الحل العام للمعاد لة الفروقية بصيغة أسية باستعمال 
لوغاريتمات الجذور ره أي : 
(3.13.9) 7 = ره 2jj‏ ها ع رو 


ولذ ا تصبح العاد لة (3.13.8) 
(3.13.10) یل + ... + Yi > Cre 4 Ceh‏ 
(ب) عندما یکون للمعادلة الميزة جذر حقيقي ۰ ,ء ۰ مکرر مرتین ۰ یکون للمعاد لة 


م /٠١/‏ الشرق العددية في الهند سة ۱۷۷ 


( 8.18.4 ) عامل هو : 
Yr. (e)‏ حك Deer‏ — يبيل 


ومن السهل التأكد . بالتعويض . من أن : 
Jr = 21 (£)‏ 
ef! + ake 9) + 9 — Ik — 2 + Rk) = 0.‏ + )ره2 — (k + 2)ef**‏ 
وهكذا فان حد ود الحل العام المنبثقة من الجذرالحقيقي الکرر 2 هى : 
(C1 + Ck Yet (8)‏ = با 
وكقاعدة عامة . فان حد ود الحل العام النبثقة من جذ ر حقيقي متکرر #مرة هي 
(3.13.11) ب لحسيلي 0 + ... + Cok + Cak?‏ + )) = وا 
مثلا . العاد لة : 
(h)‏ 0 = 19۷ - ج217 + و 81/1 -- وبال 
لها معاد لة مميزة هى : 
(e - 2()2 - 3(* = 0‏ 
رز ری وان . جذ ورها حقيقية 2 = ,2 ,3 = ره = يت وحلها العام : 
(Ca 3 2 (i,‏ لك رل = با لا 
ج) عندما يكون للمعادلة المميزة جذ ران مركبان مترافقان مهن ١0ء‏ ×eاp c0‏ 
pe7, (3.13.12)‏ = و2 2ı = pe’;‏ 
تكون الحد ود المناظرة من الحل العام : 
sin R0), (5.13.13)‏ و6 + Ca(pe7i)* = pF(C, cos KO‏ + میرن = Jx‏ 


کمنال . المعاد لة التالية : 
(i)‏ 0 = رز F‏ بلاط -- وبرلا 


حيث ر ,6 .,6 ,6 وابت اختيارية 


۱۷۸ 


لها معاد لة مميزة 
0 = 2 + 2 لاقع 


بجذ ور :۱۵و 5ہ + 1 ل , رولذا فحلها العام يكون 


sin k 3 (k)‏ ول + COS kr‏ 6 92 = و 





4 
(د) عندما يكون للمعادلة المميزة جذور مركبة مترافقة مکررة ‏ مرة ۰ تصبح الثوابت 
و0 ,ل من المعادلة ( 8.13.13 ) ۰ على التوالي : 
Cı + Cak + Cak? +... + Cgk!;‏ 
Car F Carol + Cak? +... + Cak,‏ 


.و تراكم الخطأ في التكامل خطوة فخطوة : 


Accumulation of Error in Step-by-step Integration 


(3.13.14) 


تظهر معاد لات التكامل في هذا الفصل الخطأ » المتأصل فى استعمالها ۰ أي الفرق بين 
الحلين الصحيح والتقرببي معاد لة تفاضلية الناجم عن حطوة واحدة فى عملية الحل العددى . 
تسمى هذه الاخطاء عاد ة اخطاء البتر truncation errors‏ ويمكن تخفيفها باستعمال 


عد د اكبر من الحد ود في مفكوك المشتقات من الفروق الحدودة او بتخفيض الفاصل ۾ . 
ومن ناحية اخرى فانه لابد من تراكم اخطاء البتر هذه في عمليات الخطوة فخطوة لسببين 
اولهما کون نقطة الب اية في كل خطوة غير د قيقة وثانيهما لان كل خطوة تد حل خطأ اضافيا 
أي العملية . 

ان كلا من اخطاء البتر والاخطاء التراکمة یعتمد على الفاصل ۸ فقط ۰ حالما تعطي 
العاد لة التفاضلية ويتم اختيار معاد لة التكامل . وسیبین في هذا القسم . على مثال ابتد ائي : 
انه مالم تكن ۸ اصغر من قيمة معينة فان حل العاد لة الفروقية قد بتباعد اکثر فا کثرعن حل 
المعاد لة التفاضلية المناظرة أي أن حل العاد لة الفروقية قد يصبح غير مستقر مالم يكن اختيار ۸ 
لائقا : 
تمعن في مسألة الشرط الابتداثي : - 


;0 ع ت + # 


#0۱ < 1 Jo = 0, 


(83.14.1 


۱۷۹ 


والتي حلها الحکم rigorous solution‏ 


YJ = COS wt, (3.14.2) 


ثم طبق على المعادلة (8.14.1) طريقة نوميروف المعادلة (3.11.2) بضربي> 
المعاد لة (3.14.1) بالكمية 20 وتعويض ,ر(0/12: - )عن * ,2 ثم التأثيرعلى المعاد لة 
كلها با مؤثر(12/ة + 1) نحصل عر المعاد لة الفروقية 


2] 
8 + ف‎ )12 + 6y = 0 





أو 
)3.14.3( ,0 = 1 + +20۷ + بر 
حيث : 

2 - ل يارد 
wh? (3.14.4)‏ + 1 


ستؤخذ 5 بصورة منفصلة . ثللاث حالات في حل العاد لة ( 3.14.3 ) بطرق البند 
3.13 
c=l; 1>ce> -1‏ و1 < 6 


(أ) عند ما تكون >1 دع 


c = cosh a 


ثم عرض # = مل في المعاد لة (3.14.3) 


,0 = اداع ]1 + 2 (cosh a)‏ 2 + 2ج] 
جذ ور العاد لة المميزة هى 


cosh a + Vcosh? a — [‏ — = ورج 
cosh a + sinh a =‏ — = 
9ش ,۷( 1 )و6 35 مس4 (1 - )01 = بر/1 


وتتطلب الشروط الابتدائية ان يكون : 
۱ [ دين + eı‏ ع Yo‏ 





( . )ابدل العد اد و بالعد اد :۸ لتجنب الالتباس مع الرقم الخيالي . 


۱۸۰ 


وکذ لك 0 = ۸۰۱/۸ - ۷) = هل أي أن 

Ca) = 0,‏ سديم) لم اس عم) = )* Cae‏ ~ عورم  )‏ (عووم — وروت ) 
ومنها ره = يه = و وبذ لك يصبح الحل الخاص : 

(—1)Fe*] = (—1)* cosh ak. (0)‏ + مس14 )| = بل 


ان هذا الحل ينموبلا حد ود . وبمنوال متذ بذ ب ٠‏ مع k‏ وبعد بضع خطوات لایمکن 
ان يمثل باي درجة من الد قة الحل المثلنى اب ۰05 . لذ لك عند ما تكون » >1 أي با معاد ل 
)3.14.4( 


wh > 6 (3.14.5(‏ 
بصبح حل العاد لة الفروقية غير مستقر. 
رب عندما تكون ٥‏ -1 يكون للمعاد لة المميزة للمعاد لة (3.14.3) 
0 = 1 + 22 + 2 
جذ ر حقیقی مكرر ,م -:2- 1- ولذ لك ۰ بالعاد لة (3.13.11) 
یکون الحل العام 
,(1-) اوه + Ye = (cı‏ 
وتتطلب الشروط الابتد ائية ان : 


Jo = 1 3 6۱ > 1[ 


روم ~ C1‏ = و6 ره ۰ 2-1 الا 
ومنها به -0 وهكذ! فان الحل الخاص يعطى بالعادلة : 


)-1(4 = “(هم)‎ = cos kr (d) 


1 


Jk 
. والتي اسلو ل متذ بذ ب ومد ی ( سعة) انام صحيح‎ 
في العاد ل (0) حتى يكون‎ ] = kh الحل ۰ ددع‎ (frequency ) ولغرض تقويم تردد‎ 


6 باه = ومن = 1 2 


1۷ = 5 73 7 


۱۸1 


ان تردد هذا الحل هو ٣/۵۸‏ مرة بقد رالتردد «للحل الصحيح . وحيث ان العاد لة 
83.14.4١‏ ) تعطي لقيمة كلا من ۱-۰ ,2*۸۶ 6 لذ لك فان تردد المعاد لة الفروقية هو 
( 1.28 = 6 /” ) مرة اكبرمن ترد د الحل الصحیح . وبعد فترة قصيرة تخرج المعاد لة 
الفروقية عن الطور . 


( ج ) عندما تكون 1- < »< ادع 


C= C08 ۵ (0 > a > 7) (0‏ 
بحيث تصبح العاد لة المميزة 
,0 س 1 لدع (cos a)‏ 2 + ثم 
بجذ ور 
5 ع) | a‏ 
a 1۲7 sin a =‏ 0608 = و,21 
)جع 


ولذا يصبح الحل العام للمعاد له : 


cgi { egg hiri,‏ = ولا 


وتتطلب الشروط الابتدائية ان يكون : 
Û0,‏ = وه — 6 1 ع وه 4 6۱ 
ومنها 1 = و6 < 2 


(r~ e)1] = 08 k(r E a).‏ تام سب [g(a‏ = پر 


ان تردد هذا الحل هو . ۸ں/(ہ - )س يبين الجدول ( 8.24 ) 
فيم ۵ رشان #ه/(ه - ) المناظرة للقيم العطاة من .بن 


جدول ( ۳-۴۴ ) 
/ ب 1 





«a 0 r/4 

6 1 02 
wh? 6 4.17 

(r —~ a) /wh 1.28 1.08 





۱۸۲ 











عند ما تكون © = 1- نعطى المعادلة (3.14.4) ۾ = 0 ولذلك فان الحل 
العددي يقترب في النهاية من الحل الصحيح للمعادلة ر 3.14.1 ) وهکذا يظهر ان 
طريقة نوميروف لن تلتم على الاطلاق . في هذه المسالة البسيطة . لقيم س > 6 اي 
لفترة زمنية 


مجرتي قله 
2r‏ س 


h > 2 56 


حيث 7 هي دور (4٥إءم)‏ الحل . وتلتم ( ©5ته اهمه ) هذه الطريقة لقيم 7/2.56 > « 
7 1 
V 5‏ = 2۱۷ > 1 ادن wh > 2.40 = Ê‏ 


زب 


1. 
r 405 


| موت 


لذا فان طريقة نوميروف تعطي نتائج جيدة لفترة زمن ٠‏ أقل من ربع الدور . 
وحيث ان هذه الطريقة غالبا ماتطبق في مسائل الاهتزاز المعقدة على بضعة المناويل 0065 
الاولى من اهتزاز المنظومة . فانه من المهم ان نتذكر بان الفترة الزمنية يجب ان تکون اصغرمن 
ربع اقصرد ورة تؤخذ بنظر الاعتبار. من الممكن الحصول على نتائج مشابهة لمعاد لات تفاضلية 
اكثر تعقيدا ولطرق تكامل اخرى . 

د 01 تال 


1 جد . بمفكوك متسلسلة تيلر . قيمة تكاملات السائل التالية عند : 


(a)‏ 2 < 0.1 (0.1) 3 لثلاثة ارقام ذات معنوية 
(0) اع 0 لاربعة ارقام ذات معنوية 


۰ = (۷0 . :30 = 2 - ۷ 
الجواب : 


(a) y(0.1) = 0.348: y(0.2) = 0.811; y(0.3) = 1.415. 
(b) y(1) = 18.91; y(1.1) = 17.87. 


3.2 جد لاربعة ارقام معنوية . قيمة التکامل في المسألة التالية عند 2 = 2.1 ,2.2 بواسطة 
مفكوك متسلسلة تبلر حول 2= 2 
,442 = )2( :0 - 9 ¥ 


١8 





3 جد قيم التكاملات في السائل التالية لاربعة ارقام معنوية عند > 0.1 (0.3.)0.1 


۰ = (0) :1 ع (7)0 لاه = "نز )4( 

۰ > (0)”ن ;1= (0)”ن ;2 ع ره + yg"‏ (0) 

(a) y(0.1) = 1.050; y(0.2) = 1.099; 7)0.3( = 1.145. الجواب‎ 
(b) 7)0.1( = 1.095: y(0.2) = 1.180: 7)0.3( = 7۰ ون‎ 


4 جد لثلاثة ارقام معنوية ۰ قيمة التکامل في السألة التالية عند نه = 02 ,0.4 
بمفكوك متسلسلة تیلر 


yy +1 < 0 y0 = -1: 0 =1. 


5 جد قيمة التكامل في المسألة التالية لاربعة ارقام ذات دلالة معنوية عند = 1.1 (1.3)0.1 


باستعمال مفكوك متسلسلة تيلر 
.1= ()”ن 1= yl)‏ ;2= ارش ل ۳ 
الجواب ,6 = (7)1.3 ;1.201 = y(1.1) = 1.100; y(1.2)‏ 


6 رياضي طوله 1 ( الشكل 3.1 ) يطلق من السكون من زاوية ,6 = 1600 ويتذ بذدب 
في محيط لزج معامله = 1.2 تا وحدة كتلية . 
احسب ه في الفترة 4= 0 (01) 0.2 بمتسلسلة تيار . 


7 جد قيمة التكاملات في السائل التالية بطريقة اوبلسر للمنبىء - المصحح في النقاط 


. المبينة‎ 
)8( “نع‎ y= e; )0( = 0; r = 0,2, 4, 
Dy - gy =0; 7)0( =1; و‎ = 0.1, 0.2. 
(Oy - بوم‎ =0; y(D) =1; z= 1.1, 12, 
(b) y(0.D) = 1.11; (0.2) = 1.25. الجواب‎ 


3.8 جد قيمة التكاملات في السائل التالية بطريقة ميلني للمنبىء المصحح عند 2 = 0.4 , 0.5 
اذا كانت قيمها عند النقاط الاربعة ۶ = 0.1,0 ,0.2 ,0.3 


185 


كما معطاة 


,0 دون :2220 ی 1.4927 = ان ;= 0 ع <A‏ 7 )2 
بخ = OSI: vy‏ عون OBS:‏ ع إن 0 ع را 3 = 2 ان (b)‏ 
ON,‏ = بر :2040 = ys‏ :2010 = رن 2 ور ;2 ع را (Oy‏ 


22 دون 2.162 = yı‏ )¢( .7.389 = نب ;4.053 = بن (a)‏ 


9 جد لثلاثة ارقام معنوية . قيمة التكامل في المسألة 5.1 عند بر = 0.4 (0.1) ,0.6 
باستعمال معاد لة ادامز بفروق الى الدرجة الثالثة . استعمل قيم الانطلاق المحسوبة في السؤال 3.1 


yJ(0.4) = 2.20: y(0.5) = 3.20; /)0.6( = 449. الجواب‎ 


0 جد لثلاثة ارقام معنوية . قيمة التكاملات التالية عند 7 = 0.1(1.0) 1.0 باستعمال 
طريقة ادامر بفروق الى حد الد رجة القالنة وذ لك بعد اطلاق الحل بمتسلسلة تيلر : 


2 


1 1 
JU =1.‏ الورك د ورج + 9 
2 1 


1 جد لثلاثة ارقام معنوية . قيمة التكامل في السؤال 3.2 باستعمال طريقة آدامز بفروق الى 
حد الدرجة الثالثة . 


= )2.8 :1.00 = 02.77 ;1.04 = (2.6)ن ;1.09 = (2.5)ن ;1.14 = (1)2.4 


الجواب .0.97 


2 جد لاربعة ارقام ذات دلالة . قيمة التكامل التالى عند = 0.1(0) 0.6 
باستعمال طريقة ادامز بفروق الى الد رجة النالنة وذلك بعد اطلاق الحل بمتسلسلة تيار : 
.1= (7)0 +۵۶ < ۶ + 1 

3 جسم محكم سرعته النهائية 500 قد / ٹا عند ما پسقط حرا فى الهواء . احسب سرعته 
بد لالة الزمن في الفترة 0 = ؛ (1) 0 ثانية باستعمال طريقة آدامز بفروق من الدرجة الثانية 
اذا كانت ۷۰ = 200 قد / تا وافترضت مقاومة الهواء طردبة التناسب مع ف 

ملاحظة : ان معاد لة الحركة وس = بر + هه حيث * هی الكتلة وتدرك 
السرعة النهائية عندما تکون ه - اپتا : ۱ 


۱۸۵ 





نه ب(ع) 


2 
251 274 200 3 


1 اسقط جسم من طائرة بواسطة مظلة . سرعته النهائية هی 0: قد تا . احسب سرعته 
فى الفترة / - 0.5)0.1(0 تا . مفترضا «١‏ = 20 قد ثا ومقاومة الهواء طرد ية التناسب 


مع رز( 
استعمل طريقة آدامز بفروق من الد رجة الاولی . 





5 حقل دائرة التواز لمحرك »ا محائته ( ممجما‌بان 1= 200 هنري ومربوط 
ع القاومة ۸ . تزداد القاومة طفيفا مع ايار ويمكن التعبي رعنها R = Ry + ri‏ 
يث ١‏ هو التبار المتدفق ( امبير) عبر + .)= ۱00 أوم . م - 10 أوم' 
2 الدائرة الى جهد ثابت 4 مقداره 120 فولت باغلاق مفتاح . جد a‏ ( 
ادامز في الفترة 2505(0=1 نا 007 النتيجة بداثرة خطية )نهم وها ذات 
مقاومة +/ = 106 أوم اذا کان (2)0 = أمبير . 1 


الجواب 








3.16 قیم لثلانة ارقام معنوية التقریب الاول لتکامل المسالة التالية عند 2 < 1.1 (0.1) ۱.3 
باستعمال طريقة اويلر - فوکس. 
= (7)1 


الجواب 0971 = )1.3( ;0.986 = )1.2( ;0.996 = )1.1( 


3.17 قيم لثلاث ارقام معنوية التقريبين الاول والتان ني لتكامل المسألة التالية عند م = 0.1 
(0.1) 0.4 باستعمال طريقة اويلر- فوکس مع تصحيح الط . 


۷ - 2y = 30; y)0( =0. 


8 قيم لثلاثة ارقام معنوية التقريبين الاول والثاني لتكامل المسألة التالية عند 
,1-3 (۱.۱00.1 دع 


۱۸۹ 


























باستعمال طريقة اویلر - فوکس مع تصحيح الأخطاء . 
.1= ()سن 2 y~ y=‏ 
y(1.1)( = 1.24; y)1.2( = 1.58; y)1.3( = 2.10.‏ 
الجواب 
9 جد معاد لات المواترة من نمط اویلر -فوکس (انظر القسمين ۰ 3.7.3.6 لحل 
المعاد لتين الآتيتين : 
بواج ع م +e;‏ بو ع ۷ 
.0.2 = وم ;0.1 = ول 


ثم استخدمها لتقييم (): ,)2 في الفترة ‏ = 0.3)0.1(0 مع أهمال التصحيح. 
الجواب 


,0.2149 = مه ,02088 = رم ;0.2112 = رن ,0.1696 = yı = 0.1326; ys»‏ 
.176 = وج 


0 قيم لثلاثة ارقام معنوية بطريقة آد امزفي الفترة 2 =0.4)0.1(0 الد التين (0)2 ,(2)2 
اللتين توفيان المعاد لات والشروط التالية . 
اطلق الحل بمتسلسلة تبلر واستعمل فروقاً الى حد الد رجة الثانية . 


.1= (2)0 بيه د :1 ع (7)0 سن - 222 = ۷ )( 
.1= (2)0 ريه = ' ;1= y(0)‏ ۶ - := شن (Db)‏ 


الجواب 
(a) y(0.3) = 1.492, (0.4) = 1.803: 83‏ 


1.434, 2(0.4) = 1.683. 
(bh) y(0.3) = 1.041, 700.4 = 1.072; 28 


1.355, 2)0.4( = 1.506. 


1 قيم بطريقة منبىء - مصحح ميلني تكاملات المسائل التالية عند ۶ = 0.8 ,1.0 اذا 
كانت قيمها وقبم مشتقاتها الاولى عند م -10 0.2 ,0.4 , .0.6 كما معطاة. 


( 
(= 


,0.82 = وا ;0.921 = ول :0.980 = yo = 1.00: yı‏ ;0 = ين ل رز (a)‏ 
,8 - = ول ;0.389 + = وو ;0.199 - = إy‏ :0 = و 

(b) ۳ —y =0; yo =0; yı = 0.201; دونو‎ 0411: ya = 0.687: 1د و‎ 
۷ = 1.020: ون :1.081 = و‎ = 1.185. 


الجواب .1.176 = (b) y4 = 0.8882; ys‏ 
2 قيم بطريقة منبىء مصحح ميلني تكاملات المسائل التالية عند 2 = 0.4 ,0.5 بعد 
۱۸۷ 


1 0 شتقاد . ب د 0 5 ا 
الحصول على فیمها وقيم مشتقاتها الاولی عند -0.1 ,0.2 ۵.3 بمتسلسلة تيلر. 
ور بلع yO)‏ 0 = شين yJ"‏ (8) 
yO) = 1. 4(0‏ ;0= برج ل Dy"‏ 


1. 
1. 


HJ 


الجواب 
3 قیم لاربعة ارقام معنوية تکامل المسألة التالية عند + = 1.0 (0.1) 1.5 باستعمال 


طريقة اد امز - شتورمر بفروق الى حد الدرجه الثانية : 
اطلق الحل بمتسلسلة تیار . 


yO) =1.‏ 1 ع (0) ار ع رد سد رگ 4 ۳ 


4 قيم لنلاث ارقام معنوية تکامل المسألة التالية عند 0-2 (1.0)0.2 باستعمال طربقة 
آد امز -شتورمر بفروق الى حد الد رجة الثانية بعد اطلاق الحل بمتسلسلة تيلر 


yO) =1: 0 = 0.‏ اعد رد اد 
ات y(0.8) = 0.847; (1.0) = OTOL.‏ ;0.912 = )0.0( 
5 قيم لاربعة ارقام معنوية تكامل المسألة التالية عند 2 > 0.6)0.1(0 باستعمال 
طريقة ادامز - شتورمر بفروق الى حد الدرجة الثانية . اطلق الحل بمتسلسلة تيلر. 


ع (0) ;1= (0)/ن وله ح “رون سد كال 


6 قيم لاربعة ارقام معنوية تكامل المسألة التالية عند - 1.0 (21.5)0.1 باستعمال 
طربقة ادامر - شتورمر بفروق الى حد الدرجة الثانية . اطلق الحل بمتسلسلة تيلر. 


,1= رس رلك ار Hy mu;‏ 


الجواب 1500 = (قل)ن ;1.4182 = y)1.4(‏ ;1.3053 = (1)1.3 
7 قيم لاربعة ارقام معنوية تكامل المسألة التالية عند »= 0.5)0.1(0 بعد اطلاق 
الحل بمتسلسلة تيلر 


yO =1.‏ :1 < (0)ن :1+ 32 ع 2۷ ۲+ “نز 


(a)‏ استعمل طربقة ادامر - شتورمر العامة بفروق من الدرحة الثانية. 
(ط) استعمل معادلة تواتر ادامر - شتورمر النافذة عند غياب ۷ 


۱۸۸ 


8 قيم لاربعة ارقام ذات دلالة مكاملة المسألة التالية عند م = 0 (0.5)0.1 
Bet; JO =1; y)0( = 0.‏ = رل + ۳ 


(:)استعمل طريقة ادامز - شتورمر العامة بفروق من الدرجة الثانية. 
(۱) استعمل معادلة تواتر ادامز- شتورمر النافذة عند غياب / . أطلق الح 
بمتسلسلة تيلر. 

(0) (0.3) = LASS: ۸ = 1.2730; و‎ = 1.4400 


الجوات 
۰ = )0.5( ;1.2731 = .0( ;1.1489 = )0.8( ۱) 
9 ضغطت كرة مرنة كتلتها ١‏ قليلا على جسم صلد مسطح ثواطلقت حا السكون عند 
/ = 0 عبر عن ازاحة نقطة على الكرة بعيدا عن نقطة التماس ١‏ السماة القترب » ) 
بدلالة الزمن ؛ وبواسطة متسلسلة تيلر .ان المعادلة التفاضلية لحركة الكرة هی 
ma + 0۶ = 0‏ ۱ 

حيث تمثل ۸ ابت مرونة الكرة . وتتطلب الشروط الابتدائية . 

.0 = (۵0 2 مه = )0(« 


قیم »عند ¿ -0.1 و , -0.2 بمفكوك متسلسلة تيلر ثم مدد الحل الى ٤‏ =0.5 بمعادلة 
ادامز - شتورمر مفترضا ۸ -:10 و »= 1 


0 اطلق صاروخ کتلته 7 عموديا من سطح الارض #2 = 2) بسرعة ابتدائية 
٠ا‏ .حدد بطريقة آد امز - شتورمر وفروق من الدرجة الاولى قيمة< لقيم 4 = 0 )00 
مفترضا > ن مقاومة الهواء طردية التناسب مع السرعة وجاذبية الارض عكسية التناسب مع 


: : اذا کانت‎ 
R = 10; EE u = 0.1; ۸ =1, 


في نظام وحد ات متوائم حيث 11 معامل مقاومة الهواء لوحدته كتلة و # ثابت الجاذبية. 
ملاحظة : ان المعادلة التي تحکم الازاحة هي 0 - روز + عادر + 





CEE 
۱ ۱ : ۱ الجواب‎ 
۱ ۱ 











(:) انظر تیموشتکو وکودییر . نظرية الرونة . شركة مکرو - هيل ٠‏ نیویورك1951 ص .372 ومایلیها . 
(:) انظر مثلا العاد لات التفاضلية الجزء 09.2 





۱۸۹ 











1 مدد حل المسألة 3.6 الى الفترة 0.2 0.500.1 بطريقة آدامز - شتورمر وباستعمال 
فروق من الدرجة الثانية. 


2 بنذ بذ ب جسم كتلته /1 حرا على منزلق افقي عديم الاحتكاك تحت تأثير ولب 
غير خطي : معاد لته تساوي ۶و« + وب يمر الجسم في نقطة الاصل ب =0 
بسرعة مقدارها 70 . جد قيمة 2 عند ٤‏ =3)0.5(0 بطريقة ادامز - شتورمر 
وباستعمال فروق من الدرجة الثانية وذلك للقيم التالية للثوابت في نظام متوائم 


حدات : 
للو ج عد م ;1= M =1; ko‏ 
ملاحظة : 
ان العادلة التي تحكم الحركة هي +0 - يريم + )) + 2/2 
الجواب 
3 








9 يتذ بذ ب الجسم في السژال 3.32 تحت تأثير لولب معاد لته .۸۰-7۶۶ حيث 

م =1 .7 - 4 وید | التذ بذ ب عند = 1 بسرعة صفر . حد دقيمة #في الفترة ) - 0 (4)1 
بطريقة اد امز - شتورمر وفروق من الد رجة الثانية . 

4 ان معاد لة حركة الكترون موضوع في مجال كهربائي ستاتيكي والتي تعزى الى سلك 

موجب مشحون الى مالانهاية هي" 

ê +k = 0,‏ 
2 
حيث 2 هی بعد الالكترون عن السلك . اذا كانت «/# = 2 وانطلق الالكترون 

من السكون على بعد ثمان وحدات من السلك عند ؛ -.0 حدد 2 لقیم,-0 (10)2 بمعاد لة 
تواتر آد امز - شتورمر باستعمال فروق من الدرجة الثانية . 
ملاحظة : افترض ان الالكترون يمكنه عبور السلك من خلال فجوة متناهية . 


25 انظر مثلا . المعاد لاات التفاضلية : الجزء 98 
(.,) انظر . مثلا . العادلات التفاضلية - الجزء 7.5 


۱۹۰ 











الجواب 





۱ 
5 قيم لثلاث ارقام معنوية التقريبين الاول والثاني لتکامل السألة التالية عند 


ج = 0 )0.2( 0 باستعمال طريقة فوکس والحد ین الاولیین من مفكوك الخطا 


1y 05 014 3 ررد‎ = 0; 7/0 06 1; 1/۳۱0 0 


(0.4) = 0.900; y(0.0) = 0.912: (0.8)ن‎ = 0.547; y(1.0) = 0.700 : الجواب‎ 


6 قيم لاربع ارقام معنوية تكامل المسألة التالية عند 2 =1.0)0.2(0 باستعمال 
بقة فوکس ۰ 
=e; (O) =1; )0( =1.‏ ند + لد + yJ"‏ 
3.37 ( قم لثلااث ارقام معنوية التقريبين الاول والثاق لتكامل المسألة التالية .عند = + 
0 باستعمال طريقة فوكس والحدين الاوليين من مفكوك الخطأ . 


1 4 را‎ + 7y (0)ن ۰ ع‎ = 1: JU) = U. 
سان‎ = O84: (1.2) = 0.071: (1.0) = 0456: الجواب.0.221 = تن‎ 


8 ) قيم لثلاث ارقاممعنوية تكامل المسالة التالية عند 0)0.1(0.5 = » وباستعمال معاد لة 
تواتر نومیروف . 
ae; J(0) > + ۳ )(( =1.‏ = رد زا 
فيم (1)0.1 بمسلسلة تيار . 
3.39 قیم لاربع ارقام معنوية تكامل المسألة التالية عند 0)0.1(0.5 = + بعادلة تواتر 
نوميروف . 
B® +: U0 = 1: J(0) =1.‏ = رد + yy"‏ 


الجواب 
= رق.لا :1.3۱ = (0.2)ن .1.103 = y(0.1)‏ ;1 = (0)ن Taylor series:‏ 
J(0.) = 1.456; J(0.5) = 1.77.‏ ;1.335 


0 ) رقاص رياضي طوله 1 (الشكل 3.1 ) يمربالاصل م = عنر۵ = ابسرعةزاویة1 - 8 
زاوية نصف قطرية / ثا . بافتراض الانحراف صغیر] . حدد قيم م في الفترة ‏ 0)0.1(0.5 


۱۹۱ 








بمعاد لة تواتر نوميروف مفترضا 20 = ,01م نا 
(و) حد 6 عند 0.1 = ).0.2 = بتقریب+ ,و 2 - € 
0 


وتطبيق العاد لة الفروقية عند 0.1 = 0,1 = 0.1,7- = 
() جد 0 عند 0.1 = / بمتسلسلة تیلر . 
1 ) يتذبذب رقاص المسألة 0 في محيط لزج فيه 12 -- بر لوحدة الكتلة . جد 
قيم م في الفترة 0)0.1(0.5 بطريقة فوكس . 
ملاحظة : جد قيمة 9 عند 0.1 = / بمتسلسلة تیلر . 
الجواب 


0.130 0. U8 


2 ) دائرة ۸-1-١‏ المربوطة بالتسلسل في الشكل 3.5 تحتوي على محاثة ۶ 0.1 
هنرى وسعة ') =0.05 میکرو فاراد رام ۱0۵5۰۱۵0-۰ 





مقاومة ۸ = 5000 أوم . ربطت عناصرالد ائرة باك بطارية ذ ات 22.5 
ومقاو وم .ر صرالد اثر مع بطارر 





شکل ( ۳-۵ ) 
فولت ومفتاح . لاتوجد شحنة ابند انية ؛ في الکثف ولايتد فق تيار في الد اثرة عند0 = م). 
(ه) جد الشحنة ٩‏ بعد اغلاق المفتاح بطريقة فوكس في الفترة 0(0.01)0.04 = 
(0) جد الشحنة في نفس الد ائرة اذا كانت ۴ = صفر. 
(0) جد الشحنة في نفس الدائرةاذا كانت 1 -2000 أوم وكان هناك تیار ابتد ائي مقد اره 5 
ميلي امبير بتد فق بنفس اتجاه فولتية البطارية . 


۱۹۲ 


ملاحظة : ان معاد لة الدائرة الكهربائية التفاضلية هى : 
Lj + Rd + )1/0(9 = e,‏ 
حيث » هي فولتية البطارية ۰ ان التيارة هو مشتقة الشحنة 4 بالنسبة للزمن . 
الجواب 
8 | 0.0998 | 0.0439 | 0.0112 7 
48 قيم بطريقة نوميروف العامة تكامل المعاد لة التالية عند 0.1)0.1(0.4 = ٭ 
0 عون ;1= ون 0 مازعا ;0= (1-ay‏ دن 
الجواب 
.1.082 = 0.4)ن :1.046 = (0.3)ن :1.020 = (0.2)ن :1.005 = y(0.1)‏ 
4 اشتق معادلة تواترهن مرتبة 2۰ لتكامل المسألة التالية : 
1ك ون 0 ع ون :0 ع بش + “أن 
45 قيم القيمة المميزة الاولى للمسألة التالية بالتكامل 'لامامى مستعملا 0.2 = ۶ ,0.1 = ۸ 
ومفترضا ان :6 طردية التناسب مع :1/3 


(a) ۳ + k*(z/L)*y = 0; 


y(0) = 0; (را‎ = U. 
(bD) yg" + 201 — 2/1۷ = 0; ی‎ 


y(0)( = 0:  ۷0( =0.‏ 
الجواب 
(a) kı = 5.52.‏ 
6 برهن على ان تکامل المعاد لد 
,0 = (0)”ن ;1= (۷)0 :0 = J" + wy‏ 
حطوة فخطوة القتنی بتعويص ردق بد لاعن"ره«یقود الى حد متذ بذ ب بترد د يساوي یر و 
عند ما تكون فترة الزمن 7/4.44 = ۸ حيث ه/ = 7 هي دورة ( 92100 «مالحل الصحيح . 
وعلى ان الحل يتباعد لقيم 7/۶ < ر 


۱۹۳ 
م (۱۳/ الطرق العد ديه في الهند سة 








الفصل الرابع 
التكامل العددي الى مسائل القيم الحدودية العادية 


“The Numerical Integration of Ordinary 


Boundary Value Problems 
مسائل القیم الحد ود ية‎ ( 4.1 
Boundary Value Problems 
ان حل مسائل القيم الحد ود بة بواسطة الفروق المحدودة يحول تكامل العاد لة التفاضلية‎ 
الى عملية استخراج جذور مجموعة من المعادلات الجبرية الآنية .ان هذه الجذور ماهي‎ 
الا قيم الحل المطلوب عند نقاط الارتكاز لمجال التعريف الذي هو احادي البعد بالنسبة‎ 
للمعاد لات التفاضلية العادية.‎ 


ان المسائل الحارية على معادلات تفاضلية عادية من المرتبة الاول هي بالضرورة من 
النمط ذي القيمة الاولية غير ان القيم الحدودية تؤول الى معادلات من المرتبة الثانية اومن 
مرتبات اعلى والفرد ية المرتبة من هذه العادلات التي تحتوي على شروط اولية مختلفة العدد 
عند نهايتي الفترة ۰ صعبة الحل عدديا احيانا والمعتاد ان تحول الى معادلات زوجية المرتبة 
( «06«م-معبون ).وذلك اما بواسطة التكامل او بالتفاضل . 


متی كان ذلك ممکنا فان المشتقات في العادلة التفاضلية تفلك بدلالة الفروق المركزية 
حيث ان دقة المفكوكات هي اعظم من الدقة التي نحصل عليها من الفروق الجانبية . 


ان المشتقات الموجودة فى الشروط الحدودية للمسألة قد يعبرعنها بدلالة الفروق الجانبية 
أو الفروق المركزية : وكمثال ذلك فان الشروط الحدودية التالية عند نقطة الاصل قد حولت 
بموجب العادلة (2.7.16) الى شروط الفروق المركزية الناظرة لها وذلك باستعمال الحد 
الاول من مفكوكاتها. 
(0 ع ۷۰ 0 = (0)ن 
yı - y1 = 0;‏ إ0 ع )4(0 
)4.1.1( ;0 = ورزر + 2o‏ ع رن ;0 = y)0(‏ 
;0 = ولا ¬ 2y‏ + و2 y'(0( = 0 y~‏ 
۰ 2 و0 + ya ¬ Ay + Gyo = 4Y‏ ;0 = (0) ۳ 
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ان هذه العادلات تستعمل فعلا لتعريف فم س ولا اللتين تقعان خارج فترة 
تعربف ۷ ۰ بدلالة Y0, Y1, Y2,‏ والتي لها خطأ ذومرتبة هي h?‏ 


وعندما نستعمل الفروق المركزية التي مرتبتها 1 في انمادلات ونستعمل الفروق الامامية 
اوالخلفية في الشروط الحدودية الاولية فان هذه الاخيرة ين ينبغي ايضا أن تكون مرتبة حطنها 
*/ كلما كان ذلك ممكنا : ولذ لك فان الشروط الواردة في ل (4.1.1) مثلا يجب 
ان يعبر عنها بدلالة مؤشرات الفروق للشكل ( 2.50 ) : 


760( = 0; Yo = 0; 

۷ )0( = 0; ~ya + ولا - ريك‎ = 0; 
0" )0( = 0; ولا‎ + 4y: — و2 + رن‎ = 0; )4.1.2( 
0" )0( = 0 ۰ موق‎ + 14y: - و24‎ + 18, - 5y = 0; 
#)0( = 0; ~2ys + 11y - و24‎ + 26y - 14, + 3y = 0. 


4۰ التكامل خطوة فخطوة لمسائل القيم الحدودية 


Step-by-step Integration of Boundary Value Problems 


من الممكن حل مسائل القيم الحدودية العادية من المرتبة الثانية باساليب الفصل الثالث 
أي بموجب قوانين التكامل الامامي بالاقتران مع المحاولة والخطأ او بالاساليب الاستكمال 
لنأخذ مثلا المسألة البسيطة التالية : 


(a)‏ .0= 0ن ;2= 0ن ;0= لدان 
فبضرب العادلة في در وباستعمال الفروق المركزية نحصل على معادلة المواترة 
recurrence equation‏ التالية : 
Yi = 2y: — hy — Yin, (b)‏ 
"1 
(e)‏ 1-1 اسب 4 — Ji1 = 2y,‏ 


ولكي نبدأ بالحل . افرض ان قيمة 1.5 = :ن ثم كامل مكاملة امامية كما هومبين في 
العمود الثالث من الجدول 41 .وعندما تكون 2.0 = رن نحصل على النتائج الواردة 
في العمود الرابع من الجدول 4.1 


۱۹ 


) ٤-١ ( جدول‎ 














۱ 1 0 1 1 آذ ا 

8 = بر | 1.70 = إن | 20 = L5 ۱ yı‏ ون ايد | * ۱ 
5 ۷ ۳ ۳ ۱ 

| ۰ | 0 2.00 | 2.00 . 0 2.0000 

| 1 | 0.25 | 1.50 | ۵ 1.70 1.6825 
2050) 086 | 155 1.22 1.1881 
31075) ۸.1 | 131 |. 8 0.6055 

| 4 | 1.0۵ | -0.52 | 0.7۵ | 58 0.0000 

ب 4 ا 





1 


ویاجراء الاستکمال الخطي بین1.5 = رل ,0.52- = ين وبين 2.0 رن ,0.76 = ون 


نحصل على [ بالعادلة۱ 1.2.7 ) ] 
X 0.76 - 20 X (0.52)‏ 1.5 _ 
0> (052-) - 0.76 
وعندما 1.70 = ,رن فأن العادلة (ء) تعطينا النتائج الواردة في العمود الخامس 
من الجدول .4.1 وباجراء الاستكمال بين 1.70,1.5 ينتج : 
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„ _ 15 × 0.05 = د (9ق.0-)170‎ 
Jı Û05 DB) 007 - 5 


وعندما 1.6825 = دن فان :17 في العمود السادس من الجدول 4.1 تمثل الجواب 


الصحيح عندما 4 = م 


ويمكن استعمال اساليب مماثلة لحل المعادلات ذات المرتبات العالية حيث تستعمل 
کوسطاء ۲ادوم فى هذه الحالة بعض القيم الاو من ين ثم نحسب الاخطاء فى 
الشروط الحدودية عند نهاية مجال التكامل .وان هذه الطريقة تصبح مرهقة حالا تصبح 
مرتبة العادلة اكير من النالكة او الزابعة: 

۶ حل السائل من الرتبة الثانية بواسطة الفروف الركزية 

Solution of Second-order Problems by Central Differences 

لكي نوضح الطريقة العامة لحل مسائل القيم الحدودية الاعتيادية بموجب الفروق 
المركزية فانا سناخحذ مسالة انتقال الحرارة الى تتناول تعيين درجة الحرارة ا لسلك داثري 
المقطع طوله ( 1 ) ونصف قطره =۴ يربط جسمان درجة حرارتهما ۰ على 
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اچ 71 یز 


التوالي تبقی ثابتة . ويفقد حرارة الى الوسط الحيط الذي درجة حرارته ()ن۷ (شكل 4.1) 


U(x) 





وبمساواة الحرارة الداخعلة في عنصر طوله :4 من السلك مع الحرارة التي تترك سطحه 
نجد ان المسألة الحدودية هنا تؤول الى : 


ا بر _ _  _ 2k,‏ 
u(L) = un, (4.3.1)‏ زوه = FB“ * “FB U; u(0)‏ 1۷ 
حيث التوصيل الحراري للسلك =٠‏ ا 
التوصيل الحدودي للسلك = رم 


محور السلك حيث تقع نقطة الاصل عند نهايته الیسری e‏ 
ولاجل تحويل هذه المسألة الى صيغة لابعد بة nondimensional‏ 





اجعل 
r 0 )2(‏ .)42 _ .7 
v)2( = a F(a) = UO)‏ 7 = 2 
وبذ للك نحصل عل 
م U(O)‏ عله _ „kıl?  _‏ 
ل وسد اه 





)4.3.2( 
0)0( = ®; oD =1, 


ش علما بان الفتحات ( هعتم ) اعلاه تدل على التفاضل بالنسبة الى 2 وفى حالة 
خاصة سوش نفترض بان : 


L = 100 cm; R=1cm; 


cal/sec °C cm?/cm;‏ 1 = با 





۱۹۷ 


kı = 6١ مة)10-4‎ + ( 0 °C ونم‎ 
uo = 0; U(0)/un = 1; 
F(a) = e”, 


بحيث تؤول مسألة القيم الحدودية [ المعادلات ( 4.3.2 ) ع الى 


;2 + 2)92- = «(2 + 209 - نان 


(4.3.3) 
2)0( = 0; v1) =1. 


ولكي نحول العادلات ( 4.3.3 ) الى مسألة الفروق المناظرة فأننا نجزء فترة تعريف المتغير 
2 0,1 ] الى اجزاء متساوية عددها ” طول الجزء الواحد 1/۸=۸ 2 ثم نضرب 
المعادلة التفاضلية في 7۶ ومن ثم نعوض  (‏ + رهن ) عن ”۸ وفقا الى المعادلة 
( 2.7.16 ) وهكذا تصبح المعادلة على الصورة التالية : 


م2 + م272)9 - = و( + ع212)9 — ea;‏ + رن + 2v;‏ — رن 
(eg — 2) — e; ) = 1,2... =~ 1(, )4.8.4(‏ — = رن حل cli‏ — وز 


احيث ان : 


. 


cem = 21 + 2)92: + 2)}. (4.3.5(‏ 
والشروط الحدودية في هذه الحالة هى 
ERE (4.3.6)‏ ;0 = ون 
ان المعادلة ( 4.3.4 ) تصدق وتطبق عند (1 - ») من نقاط الارتكاز الداخلية أي ان 
1 - « ,... ,2 ,1= : وهذه تقود الى مجموعة  1(‏ «) من المعادلات الجبرية 
الخطية في(1 - ) من قيم الارتكاز المجهولة :* .عند حل هذه المنظومة تصبح قيمة 
« معلومة. كما هو مطلوب .عند 1 + ) من نقاط الارتکاز به ( 2ر...,0,1 = 1) 
وبزيادة تجرئة الفترق آي بزيادة الفترات .فان دقة الحل تتحسن بغیر حدود . نظریا على 
الاقل . 
#) التوصیل الحراري :1 يتغير خطيا بين درجة الصفر و 500 بالنسبة للتقريب الأول 


۱۹۸ 


و 


سنحل المسألة المثلة بالعادلات ( 4.3.4 ) و (4.3.6) الان باستعمال ,2,3,4 = ۰ 


على التوالي : أي لقيم 4 التناقصة وسوف یهمل التصحیح بو في الاول . التقریب عندما 
2 = «تطبق العادلة ( 4.3.4 ) عند = (شکل 4.24 ( 


;1 ح دون ع ,و9 = رن 


١ 
5 


= بون = ون 
,5.25 = [(2 + 39۰05 91 دين دوع با 


وهذه تعطى . 


6.3697 - = 3.26005 = 1 عل و525 - 0 


(4.3.7) 
1 = ان = v3)‏ 
التقريب عندما3 = ” تطبق العادلة ( 4.3.4 ) عند 4 = يه ,4 <ه ( شكل 
2 ) حيث 
;1 = وه = n‏ ;0 = من 
,])2 + ع9) + 21 h=‡; c=‏ 
وهذه تعطى 
1.5507 - = 1.111104- = وه + ,311110 - 0 في 4 = رع 
ز3.4628- = 1.777804- = 1 + وو3.7778 - ره في 4 = ره 


.4 - ور = )ن :09599 = «إن = (/7 


اريت عندما 4 - متطبق اذل 4347 عند و ره بو عدو 3 - و( شکل 
۰ ) حیث 
و1 = ين = ,مه و0 ع ون 
,])2 + 92)پلد + 2 یه :2 < ه 
وهذه تعطى : 
0.6821 = وه + -2.5312٫,‏ في 1 = رھ 
(4.3.8) ز1.3396- = وه + ,2.8126 - ره في 1 = وم 
6 - = :3.0938 - وه في و = 21 
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ان المعادلة ( 4.3.8 ) يمكن حلها بأية طريقة من الطرق التى وردت في الفصل الاول 
منال ذلك : ان حل هذه النظومة بالارخاء كان الذي ادرج بالجدول 1.15 وهو 
vf = 1.4855, (4.3.9)‏ ;1.2802 = لون ;0.7753 = u‏ 


وان وسمه < يدل على التقريب الاول حيث اهملت التصحيحات > . 





Va 
0 
2-4 ۱ 2= چ‎ , > 2۱-4: 
و2 لس ددم دک + دم‎ 
9 
۷ 
۷ 
2 3 
0 
ب‎ 2-2 2 | 2, 
ودوج و کیت وه کب + سم بت ده‎ 
2-2 
0 نی كل‎ 


۳۳ Yo 








) ٤-۴ ( جدول‎ 








n 1 2 3 4 

#1 ' 0.6646 0.6915 0.7539 0.7699 
v2 1.0682 10 1 . 2664 [7 
Ù3 1.4169 1.4680 1.4810 1.4843 
n 5 6 7 8 

0 0م 1 7152 .0 0.7750 0.7739 21 
9 | 1.2802 | 1.2800 _| 1.2793 7 
1.4855 | 1.4855 1.4854 1.4852 23 

0 3 














والحل نفسه نحصل عليه بطريقة المعاودة كما فى الجدول 2 مبتدین 
بالقيم 1= "ون ,1 = يون 


الجدول 4.3 يقدم حل النظومة ( 4.3.8 ) مرة اخرى بموجب طريقة کولسکی 
ا0ط ويزيادة عدد نقاط الارتكاز فان خط 2)” البيانى يمكن الحصول 
عليه لاي درجة من الدقة على حساب الجهد الاضافى 














)14 -۳( جدول‎ 
١ 0 1 1 1 
01 22 U3 6 1 2 3 41 va U3 k 
1 | 2.12 ات‎ 0 0.6۵821 | 2 0 0 ۱ 1 ¦ 1 0 0.2695 
E2 -1 | 5 1 16 -1 | 4 0 0 1 -0.4137| 6 
3 0 -1 | 3.09388 | 3.6 ol =1 2.6801 0 0 1 1.4855 





٠١ 1.4855 = 1.2802;‏ 0.4137 + 0.6656 = ون ;1.485 = وه 
vı = 0.2695 + 0.3951 ۰ 1.2802 = 0.7758‏ 


انه يمكن زيادة دقة (2): بجهد اضافي بسط وذلك باستعمال تصحيحات فوكس 
corrections‏ او بالاستيفاء 9۳2۳00120 كما سنوضحه فيما بعد. 


۲۰١ 
























































4 ) تحسين الحل باستخدام التصحيحات 
Improvement of Solution by Corrections‏ 


Gauss’s SCHEME نهج كاوس‎ (a ( 


العادلات ( 4.3.8 ) قد حلت بموجب نهج كاوس في الخمسة اعمدة الاو من 
الجدول 4.4 ) وجذورها ٠"‏ التي ظهرت في السطر الاول من الجزء الاسفل من الجدول 
تطابق ر ضمن وحدة واحدة في الرقم الاخیر العنوي ) الجذور المحسوبة بالارخاء. 
وبالعاودة . وبنهج كولسکي . 


جدول ( 4-4 ) 










- 1 
- 1 84b 


~N 






— 0 710 
- 1.747 
وس‎ BAG 


- 02 
-( 7 
— $ 7 



















— 4. O8 


















-7 1140 
-110 ۳ EA 
6.1190 —18. 910 
~1. 8 


2 13 







BOON‏ 3 سس 
(). . — 
(0 9 
1 ۸ - 


F0‏ اي 
۵ 
ON 3‏ 


ور اس 


— $. 1040 
— 4.1820 
— 20.1772 


— 21.002 


2.5812 xX (2) 
(1) + (4) 
6.1190 X (3) 
(5) + (6) 






















































































۳.2733 
0.7 
0.7474 


1.2801 
1 BO18 
1.3054 


1.5032 
1.5036 





ان الجذور "قد تم استخراجها باهمال التصحيحات » . ولكي نجد قم 
التصحيحات .فان قيم فروق المركزية المتتالية قد دونت في الجدول 4.5 ولعدم 
وجود قیم افضل . فان الفرق الرابع افترض ابتا وهو يساوي اة -:0.3618- علما 
بان قیم :04 المفروضة قد وضعت داخل اقواس وباستعمال 30 والحد الاو من مفکوك 
یه [ العادلة ( 2.7.16 ) ] تم الحصول على قيمة التصحیح © التقربية وهي : 


4 
مه م 


,0.0301 = س د وه 
والتي عند تعوبضها في العادلة ( 4.3.8 ) تعطي : 


۳۰۲ 


















































(0.7122- = 0.0301 - 06821 - = ون 1 1م2.58312- عند 
1.3097- = 0.0301 - 1.3096 = وم + 2.8125٫‏ - رن عند 
(4.4.1) 3.3457.2- = 0.03901 - 3.83156- = و٫3.0938‏ -- ون عند 


م 
+ 
N‏ 
1 

سإ ده ناحیر 








مناه ع 1 3 
۳ 
اف 


0.7752 05040 / 0 )-0.3618( 
1.2801 2 —- 0. 206 — 0.368 
1053 ) 0007 | 000 —~ 0.1 (O BOTE) 


ان معاملات منظومة العادلات ( 4.4.1 ) هي نفس معاملات المنظومة ( 4.3.8 ) 
غير ان الثوابت مختلفة . ولذ لك يكون من المناسب حلها باضافة عمود جديد من الثوابت 


الى نهج كاوس الوارد في الجدول 4.4 . اما جذ ورها * فهي في السطرالثاني من اسفل 
الجدول 4.4 وبحساب فروق ۰ 0۸ نحصل . بالثل . على القيمة المحسنة 4 للتصحيح 
٠ء‏ وعلى مجموعة جديدة لقيم الثوابت لاعضاء الطرف الايمن من الجدول 4.4 . 






(0.0301) 


0.0301 
00300 













وبحل هذه العادلات نحصل على قيم تقريبية . ٠"‏ الى « ثم نستمرعلی هذا النوال 
ی التصحيحات مستقرة . وفي المسالة التي نتد ارسها بحد ث هذا عند التقریب 
النالث فنصل الى القيم النهائية التي ظهرت في السطر الثالث من الجزء الاسفل للجدول4.4 
بالأمكان استعمال تصحيح فوکس ۴٠×‏ مع التقريب 2 = « من المسألة نفسها* 
وذلك بالتعبير عن التصحيح بدلالة سر المعاد لة (2.7.10) ] 


لاارر4 
(a)‏ بان س تلد وعم 


58 على ن بتفاضل المعاد لة ( 3 ) مرتين 


,ه(20 + 2)92 - 360 + )2 + 2)92 = "نو 


ر#) المسألة الممثلة بالعادلات (4.3.4) (4.3.6) 


۴۳ 








وباستعمال ( المعادلة ( 4.3.3 ) مرة اخرى 


00 تلد :20 ل 36 سل |27 لد :2)0 — 2 4 :27)20 + 202 = ` 


وفي هذا التعبير الاخير استعضنا عن " بمعد ل الفرق المركزي النا ظر 


.05 = ا 2 = ررقم = hi‏ 
باستخد ام المعاد لة ره) عند ماد = 0.5,2 = )م نحصل على : 
0.619 = 3 سا ام 
وعليه فالمعاد لة المصححة (4.3.7) 
وس = 0.6019 = ارزو = ]عل و 


ومنها ينتج ]م = 1.329 وباعادة هذه العملية نحصل بالتعاقب على مايأتى : 


۱309 = طم 0515 = دع 


: و‎ E 
ge = 0: 1 = [51 

4 ۳ شهار دق‎ ۰ ۰ 
e = N; E 


كان من الممكن ان نستعمل نفس طريقة تقريب التصحيحات بالشتقات في الحل عندما4 - " 
2 بر ) الارخاء RELAXATION‏ 

يصبح الارخاء كفوءا بوجه خاص وذ لك عند ما نستعمل تصحيحات فوکس :1:0 
لتحسين النتائج القربة التي نحصل عليها باستعمال الفروق المحدودة . 

لقد وجدنا اعلاه . متلا . ان التصحيح الاول = 0.0301 = > طرح من جميع 
الثوابت في المنظومة ( 4.5.8 ) للحصول على النظومة المصححة ( 4.4.1 ) . ولذ لك 
فالنوابت :۸ لامنظومة المصححة ( 4.4.1 ) ( التي هي معدة للمعاودة) تساوي الثوابت ۸٠١‏ 
للمنظومة غير المصححة ( 4.3.8 ) المهيأة للمعاودة [ النظومة (0) قسم 1.13 ] زائدا 
المقدار ef as‏ = ان 


۳۰ 


0.0301 
| 55 
00 25312 


= 0.0119; 


ان 
7 = ور رې ر کت اة 


a O نا‎ 

ولذ لك اذا استعملت الجذ ور للمنظومة غير المصححة من الجدول 1.15 بمثابة قم 

ابتد اء فان البواقى :۸ تساوي :8 ويمكن احتساب الجذ ور المصححة بارخاء هذه البواقى . 

37 هو موضح في الجدول .+ يمكن استعمال الارخاء الكتلى في الخطوة الاولى مع 

معاملات مقربة [ المنظومة (0) البند :1.1 ] وباعتبار 200 = 2 ان البواقى النهائية تحسب 
بمعاملات المنظومة )٠(‏ الثامنة البند 1.13 . ٠‏ 








جدول ( ٤-٩‏ ) 
كيت جوک 1 ۳ 
97ے 14855 J07‏ | 12802 بر | 7753 
۳ 3 
رت 200 بجر ۱ 200 سر 200 
۱ 
۳۳ 33 50 هر 19 
1- شهدي 2- 1- 
سور 
نا اكيت ا 
0 15032 1 13050 1- 9۵ |( 
e‏ ۱ ا 











ان التصحيح الثاني *» المحسوب بواسطة القيم 7 یقوه : .وات جديدة هي 


oR; = € ari: 
a = 0.0122: êk = 0.0110; kj? = 0.0100, 
والتي تختلف بثلاث وحدات في الموقع الاخير عن الكمية السابقة 8/47 . وعليه فباستعمال‎ 


القيم ”,7 الاولية من الجدول 4.6 والفروق 0.0003 بمثابة بواقي نحصل على التقريب 
الثالث ”2 بجهد اضافي بسيط كما هو موضح في الجد ول 4.7 














) 6٤-۷ ( جدول‎ 









E 13050 22 15032 


ك 


7976 13056 15036 


يمكن الحصول على خط بياني اکثرد قة لد الة د رجة الحرارة (0)2 بتجزئة فترة التعريف (0,1) 
الى ستة فترات فرعية عرض الواحدة منها 4 = .ان مجموعة العادلات الخطية لقيم 
الارتكاز 0 تصبح فى هذه الحالة : وبموجب المعاد لة (4.3.4) منظومة الجد ول 4.8 . 


2 


وقد ارخيت هذه النظومة في الجد ول 4.9 لقيم ابنداء تم الحصول عليها بالاستکمال 


) ٤-۸ جدول.(‎ 







ات سیسات ج رس سس مج 


| 9.1702_) للا 0 9 
0-2521 | ا ا ا 


__ 0,4091 |_1 - 8 


الخطي للجذ ور المناظرة الى + = ۸ كما ان البواقي قد جرى تحقيقها بعد الحصول على 
ثلاث آوارب م أوخمس أرقام معنوية . أما التصحيحات فقد استخرجت قيمها بطريقة الفروق" 


التقريب الان ني للجذ ور حسبت وايضا قد حسبت فروقها للحصول عل تصحيحات 
ا يكون قد حصلنا أيضا على التقريب الثالث للجذور . 










. افقرض الفرق التقافس ابتا في هذا الا‎ 4:1 ٠ 


لل ار 1 
7 0 








) ٤-٩ ( جدول‎ 


في المرتبة المشرية 
نم تحقیق البواقي 


الارخاء الكتلي 
TE |7 ۳‏ تدعو ره بر 


في المرتبة الثالئة 
العشربة وتحقيق البواقي 
الارخاء الكتلي 


GE‏ سس سس سس اسر مت 


1 
ِ 


0 لجا د 





جم 


5 5 
2 
E 
8 


|: المرتبة العشرية الرابعة 
| والتصحیحات الاولى 


الارخاء الكتلي 


ت 
هم 
إن 


0 
5 


xX ۷ ۷۷ ۷ 


1 
5 بعد بحسي 3 


18 
0 كه 
0 


E .55617 | 0 0.98962 | -1 1.30878 سير‎ 5 


1.47887 1.40982 1.30878 0.98962 0 55017 2۳ 
ا 9 ”ر 8 ارم 8 اگم 0.9896 چ 0.5562 








وي ) تحسين الحل بالاستیفاء 


Improvement of Solution by Extrapolation 


في البنود السابقة لاحظنا ان د وال درجة الحرارة (2) في مسألة القيم الحدودية 
0 ووه ) قد حصلنا عليها بموجب الفروق المركزية . وبوجه خاص قد تىم تقريب hv‏ 
بواسطة ود ويترتب على هذا خطأ من مرتبة*/ في «. 


وعلیه فانه يمكن استعمال استیفاءات ۵ 02 [ البند 2.18 ) ] 
لتحسین قيمة (3)» . على سبیل الثال . الجدول ر 0 ) بعطینا القيم القربة 
الاولی الى ()« . والتي تم الحصول علیها باتخاذنا 6 ,4 ,2 = ” فترات فرعية 
sاsubinterYa‏ کما ان استیفاء 2۶ الى 4/2 = رده وا 6/4 = وروم 
وقيم (10,74) الستوفاة عند ما 6/4/2 -< ,2:/۷:/۷ ادرجت في الجد ول نفسه . آما 
معاملات الاستيفاء فقد اخذ ت من الجد ولين 2.12 .2.13 على التوالي : 


جدول ( وا (f‏ 


س مس ات س سس سای[ 


مصححة_|اسیفاء  )۵/(-‏ ۸ زاستیفاء ٠‏ م ال ور 
۱ ۱ )0 

5 ۲ 

4ك | 1.3120 | 13081 | 4 | 1.3083 | 24 | 12110 | 2 

4 | 1.2802 | 4,6 | 1.3076 | ۱ | 1.3054 4: 

6 4 ۱ | 1.3095 | 

















ان استيفاء -2ثم متلا 
١ 1.2802 - 0.3838 ۰ 1.2110 = 3‏ 1.3333 = وو[ ©)ه 
يختلف بمقدار 0.16 عن قيمة 4 = ”4م والتي تم الحصول عليها 


بموجب اربع فترات فرعية وتصحيحين ( جدول 4.4 ) وبالاسلوب نفسه فان قيمة : 


0 


(|, = 1.8۰0 1.2954 - 0.8۰ 1.2802 - 6 


هى 0.08 اقل من قيمة ‏ 1.3095 = ”004 ولتي تم الحصول عليها بموجب 
ستة فترات فرعية وتصحيحين ( جد ول 4.9 ) على فرض انها افضل قيمة يمكن الحصول 
علیها دون اجراء عملية الاستيفاء 7 


۳۸ 

















ان الجدول 4.10 يحتوي ايضا على قيم (و)۰ التي تم الحصول عليها 
بموجب فترات فرعية هي على التوالي د .6.4 المحسنة باستعمال تصحيحات فوکس 
وبما ان ادخال التصحيح 4/129--2 يكافىء مانحصل علیها عند اخذنا الحدين 
الاوليين من مفكوك الفرق هه [ العادلة (2.7.15) ] ۰ لذلك فان الخطأ في 
المشتقة الثانية للحل المصحح هومن الرتبة “۸ وعليه يجوز تطبيق استيفاءات 84 على 
قيم (2)2 المصححة . 

ان نتائج استيفاء 74 المطبقة على القيم المصححة تظهر في الجدول 4.10 لقيع 
n/n = 2‏ وکذ لك 4 = 7/۷۰ وهكذا » بموجب ماجاء في 
الجدول 2.14 نحصل على 


(jy, = 1.0667 0 1.3054 - 0.0667 ٠ 1.3120 = 1.3050 


.1.105 = 1.3054 ۰ 0.2402 ¬ 1.3095 ۰ 1.2402 = مب[ 


في هذا المثال يبد وبوضوح ان الاستیفاءات في اللمط ۸ قد تستعمل للاستفادة من 
مزاياها في توفير جهد اعمال الفروق التي تتطلبها حسابات التصحيحات فيما يتعلق بحلول 
الفروق المحد ودة لمسائل القيم الحد ودية ۰ من المفيد ملاحظة انه يمكن الحصول على 
تقريبات افضل لمشتقات دالة ما بزيادة عد د الحد ود في مفكوك الفروق الحد ودة او بتصغير 
الفاصلة 


ان الاسلوب الاول يتضمن قوانين معقدة وعد دا اقل من نقاط الارتكاز وعلی قوانين 
ابسط . ان المییز لعرفة أياً من الاسلوبين افضل يعتمد اساسا على نمط المسألة التي يراد حلها 
وعلى التدابير الحسابية المتاحة وعلى ذ هنية من بحسب » الا ان تصغير الفاصلة ۸ هوالشىء 


الوحيد الذي يضمن الاقتراب من الحل الصحيح . 


6 ) حل المسائل العالية المرتبة بالفروق الركزية 
Solution of Higher-order Problems by Central Differences‏ 
كمثال على الحا , بالفروق المركزية لمسألة قيم حدودية تشتمل على مشتقات من مرتبات 
عالية ناخذ المثال التالي الذي يختص بانحراف 008608108 عتبة تستند على قاعدة مرنة 


»ده وعليها حمل منتظم 0 


م /١4/‏ الطرق العد دية في الهندسة ۲۹ 





) ٤-۳ ( شكل‎ 


هذه العتبة جسوءة انثنائية ( EI ) flexural rigidity‏ وهی مثبتة فى النهاية البسرى 
(0 = ) وبسيعلة السند عند الطرف الایمن(1 = (١)‏ شكل 4.3 ) 


ان مسألة القيم الحدودية التي تتحكم في انحراف العتبة س تتعين بما يأتي ( راجع مثلاً 
المعاد لات التفاضلية البند 10.8 ) :- 


كط د و 
EI EF (4.6.1)‏ 


y(0) = y'(0) = y(L) = y(L) = 0,‏ 
علماً بان £ هومعامل الاساس 7100:1::5 2701000110 (١‏ وهوالقوة لکل وحدة انحراف 
لكل وحدة من طول العتبة ) . 


ولكي تحل هذه المسألة بالفروق المركزية من الرتبة 1۳ تحول المعادلة أولاً الى صيغة لا بعدية 
on dimensionaا form‏ وذلك بتبديل المتغير 2 الى متغير ۾ وكالاتى : 


0 


1 س کے Û‏ حت لت ن 
uml, 2 ۱‏ 0 عدم ,0 عد عه 72 


CIR 
bf سم‎ 


.4 
da’‏ 
حيث تصبح المعادلة : 
dy kL, _ ql‏ 
det " 77 ۷ 7 FF‏ 
ومن ثم تقسم فترة تعريف المتغيرء وهي (0,1) الى من الاجزاء المتساوية طول الجزء 
الواحد منها/1 = م ثم تضرب العادلة كلها ب “1/0 = م : 


1٩ dty ري “قط ر‎ 
1 ۰ 
det 77۷ ۳ 7 


۳۹۰ 











وبتقريب المقدار ٤ن‏ / رل ۸4 واتخاذ :ردق 


: بدلا منه يحصل‎ 
kL _ ql 
۵*9: + apî % ^ [7 





kL“ L4 
Yu — 4yı + 6y: - 4Yr + Yr + Ej %7 
: اخيراً بجعلنا‎ 
nT 4 

)4.6.2( ۰ 1 شا 

تصبح معاد لة الفروق (4.6.1) على الصورة التالية ٠‏ 

Kk ql 

u - 4y + 5 + 1 Yi - 4Y, + ملا‎ = BT (4.6.3) 
۱ وعند اخذ‎ 


Ibs/in., L = 120 in., and I = 3۰108 in.4,‏ 43,400 = و 
E = 30١105 psi, Kk = 2,604 psi,‏ 
فان الثابت =6 والكمية 100 = 81 /ي وتصبح المعاد لة (4.6.3) على الصورة التالية : 


5 n + 1 1 
2 4: عم نت‎ Yi ~— 4Y, غ‎ Yr = 100. (a) 


ان شروط العادلة (4.6.1) الحدودية قد حولت الى شروط الفروق المركزية بموجب 


)4.1.1( المعادلة‎ 
ما ;0 = ور‎ = Yi Yn = 0 Yn = رع‎ (b) 


ان مسالة الفروق الحد ودة بالمعاد لتين (م) ,(ط) يمكن حلها بان نجعل ۾ تتخذ قيما 
كبيرة اي أن قيم « تكون صغيرة . كما ان دقة ۷ يمكن زياد تها لأية درجة من الدقة وذ لك 
بزيادة قيمة » في خطوات قيمة كل منها واحد . 
بتقریب عند ما 2 = م 
عندما تكون 2 = , ( شكل ( و44 ) فان استعمال العاد لة (ه) عند + = يعطى 


100 1 مد 24 
J1 = 97‏ مت 4٠0‏ - ره 





yı = 4۰0 + 6 


۱ 


ومن هذه نجد ان  :‏ 0.98 = رل = (4)ن 
التقریب عندما 8 = n‏ 
عند ما = م كما فى ( شکل 4.40 ) فالمعاد لة (8) تعطی 


100 1+ *3 ۱ 
و = 4y:‏ ¬ الا 1 0+6 في + = 2 








4 ۰ 
,00 ل رو - ورو اة 6 + رو في 4 = م 
ومن هده بتع : 
.0.69 = ون = () . 0.50 = J(3) = yı‏ 
عند ما4 = ”كما فی الشكل ( 4.40 ) فامعاد لة (9) تعطينا 


1 44 ۳ 
,0 د gy‏ + وريه - دلا 7 6 + رل فشي 2 = 2 





100 1+ 44 و ۳ 
زب" = ولا4 ¬ ول 14 6 + ,رد في + =2 





100 1 دب 4٩‏ 
ني > و1 ۳ 4ي 





۵ + و4 - :ن في ۾ = 2 


ومنها ينتج : 


01 د دوواد (ه)ن 004 عدن = yı = 0.34: y(})‏ = رهالا 
ان قيمة ۷ عند ‡ = 2 يمكن تحسينها باستيفاء ۸ باستعمال حلي © - م ,4 - م 


100 = 1.333 ١0.64 - 0.338 ١0.98 = 0.53, 


وفيها خطأ قدره 3.9 بالمائة عند مقارنة هذه القيمة مع القيمة التي نحصل عليها من 
الحل المحكم للمسألة نفسها 





۳۱ 





شكل ( 4-4) 


7 ) حل مسائل القيم الميزة 
Solution of Characteristic Value Problems‏ 
سنورد في هذا البند طريقة لحل مثل هذه المسائل تعتمد على استعمال الفروق المحد ودة 
وعلى الاستيفاءات ( لزيادة الا طلاع انظر البند 3.12 بما يتعلق بالطريقة التى تعتمد على 
عمليات التكامل الامامية) . 


کمثال على مثل هذه الحلول اليك هه ألة اويلر 10165 الخاصة بحدل عتبة بسيطة 
المت عند الطرف الايمن (1 = «) ومبنية عند نهاية الطرف الایسر(0 = 2) والتي تقع تحت 
تأثير قرى محورية ضاغطة 7 ( كما في الشكل 4.5 ) ان الانحرافات ۷ لحور العتبة ند تتغير 
بمعاد لة القيم المميزة التالية : 


P 
۷ “سن چپ عل‎ = 0; 
لين‎ (4.7.1) 


y''(L) = 0, 


004 = (0) “نز = y)0)‏ 
حيث 77 تمثل الجسؤة الانشائية yإنلاعنا‏ اaإu×ه‏ للعتبة . 


يمكن الحصون على مسألة الفروق المناظرة وذ لك بالتعويض عن المشتقات فى المعاد لة 
وفي الشرو و الحد ودية بما يقابلها من مؤثرات الفروق المركزية في الشكل 2.82 او المعادلة 
18 7) ولهذا الغرض ند خل اولا تبديل المتغير حيث نجعل : 


1 دعم رباع بد 0 < 2 ,0 = ك ,2 داع 


8 


3 
J? 


۳۱۳ 


حيث تختزل المعادلة (4.7.1) الى صيغة لابعدية : - 
yr ۳ 0, (a)‏ + 
علما بان المشتقات هي الان بالنسبة الى 2 وبقسمة فترة التعريف ١‏ (0,1) الى ” من 
الاقسام المتساوية طول الواحد منها 1/۷ = ۸ ثم بضرب العاد لة («) في 74 تصبح العاد لة : 


u PZ وم‎ 
hy + بت‎ 08۷ = 0. 


وتعویض :8340 عن 40 وتعويض :رة عن ر2 فان هذه التعويضات تعطينا 





: معاد لة الفروق التالية‎ 
oy: 31 kay: e 0, (b) 
PL? 1 
ka = سور - ود‎ (4.7.2) 


وباستعمال العادلات (2.7.16) بدلا عن :04 ی۵ تصبح معاد لة الفروق 
المحددة : 
Yr) = 0‏ ل :2 بده 1 3 Oy: 4Y, + Yrr‏ ۳ :4 ی 
واخيرا فان هذه العاد لة يمكن كتابتها على الوجه التالى 
Ee‏ +4(9 - ب + بن(,21 - 6( + Yu + (kn — 4y‏ 


(478 .0 = 
ان المعادلة (4.7.3) صحيحة عند 1 - 7 من نقاط الارتکاز الد اخلية ,2 ,1=1 
1ح 2 و 


ان الشروط ( 4.7.1 ) يجب ان تحقق عند نهايتي العتبة ۰ وتعویض معاد لات الفروق 
الركزية ( 2.7.16 ) فیها تتحول هذه الشروط الى معاد لات الفروق (4.1.1) 





شکل ر ٤-۵٥‏ ) 


)4.7.4( بلسو = يبو :0 = ولا Yi‏ > - 0 ح وا 


لق 


علما بان 71 و :+ هی انحرافات نقاط الارتكاز . على محور العتبة ۰ المتدة 
بمقد ار ۸ بعيد ا عن موضع الاسناد . ان المجموعةالمؤلفةمن 1 - ۸ من العادلات الجبرية 
التجانسة لها حل صفري هو0 = :ن يناظر الصورة المستقيمة لتوازن العتبة الا أنه قد يكون 
لها حل لاصفري على شرط أن تكون محددة المعاملات ۵ ( والتي هي دالة ,۸ ) تطابق 
الصفر". ان معادلة المحددة : ( 0.2.4.7.5 = (,))۸ هي معادلة جبرية . ولتكن 
مرتبتها ۰2 في ,× وجذورها هي التقريبات لاول 7 من القيم المميزة ۸ أي لأول م من 
الأحمال الحرجة 7 وحيث ان القيمة الحرجة الاولى هي القيمة الوحيدة المهمة عمليا فان 
المعادلة المحددة ( موضوعة على شكل محددة) سوف تحل لأصغر جذر . 

من الناسب ان نبدأ الحل بقيم ‏ صغيرة ومن ثم نزيد قيمة # تدريجيا بمعنى ان نجعل 
الفاصلة ۸ لنقاط الارتكاز تؤول الى «/1 


عندما 2 = «( شكل و44 )العادلة (4.7.3) تعطينا 

,0 = روح ١0‏ (4 ع (ka‏ + ورزرون(2 ع 6( 1 (ks ¬ 4( ١0‏ + رن 
0 = وا و2 - 6( 

ولكى تختلف :1 عن الصفرفان :2‰ - 6 يجب ان تتلاشی و وبر وان 
.12 = و9221 = Kı‏ 


;0 = ورو(4 - و) + 2k‏ - 6) + 9 فى ‡ = م 
8 


اواك :0 يريك — (ks‏ + (20 - 7( 
.0 = ول (21 ق) + ون (4 — (ka‏ 
ان محد دة هذه النظومة الخطية التى تساوی بالصفر هی معادلة من الدرجة الثانية 
بالنسية الى و6 : ۱ ۱ 
2k) — (ks - 4‏ - 28005 - 7( = 0 0 0 
3k — 16k, + 19 = 0,‏ = 


۳۵ 


یر 


وجذ رها الاصغر یساوی ‏ ۱7847 ولذ لك فان 
3k, = 16.063‏ = بير 
التقریب 4 n=‏ 
عندما 4 = «#شكل (4.40) . العادلة (4.7.3) تعطینا : 


;0 = ون + 4ya‏ — وط) + (2 - 6( + رن 
(ka — 4ya = 0;‏ + وو(2 - 6( + 4yı‏ - 0 
Yı F (ks — 4ya + (6 - 2kys — ys = 0.‏ 


8 
ل 


N 
H 
سم سيم میهد‎ 


3 Ge. ‘Ro. o. 


الجذ رالاصغرلعادلة المحددة المناظرة هو 1.11075= وم ومن هذه ينتج 


Kı = 40١111075 = 17.772, 


انه بالامکان ان نبرهن” ان الخطأ فى القيمة المتميزة > ۰ وللمعادلة التى معاملاتها 
ثابتة . الناتجة من الفروق الركزية هي ايضا من مرتبة * ولذلك فانه يمكن استعمال 
استیفاءات 0۳:۸۶ التى استخرجت قيمتها بموجب_معاملات البند 2.13 
لتحسين نتائج الحسابات . الجد ول 4.11 يحتوي على قيم ,16 . واستيفاءاتها ‏ والنسب 
المئوبة للاخطاء المحسوبة بموجب القيمة الحقيقية .20.187 = 1 


n Kn €(%)‏ ا 
5 - 12.000 2 
20.4 -— 3 ___ 3 
10~ 17.772 4 

n 72-6 e(%) 
__ 23 19.313 اس‎ 
3,4 199 --1 

n (h?,h*t)-extr. €(%) 
2,3,4 20.189 0.01 














ا م ف ی ا س ا م مه 





)0( انظر سلفاد وري الحسابات العددية لأحمال الحدل بالفروق الحدردة(1951) 117 Trans. ASCE,‏ ” 
ص LÎ‏ 
۲۷۱۹ 
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9 2 
ول اوم | ام نع 1 


شكل رمسو) ‏ 
ان الزيادة فى الدقة . اليسيرة الاقتناء بالاستیفاء . تتحقق فقط بزيادة عدد نقاط 
الارتکاز ومن ثم حل معادلة محد دة درجتها عالية . 


: استعمال نقاط ارتکاز غير منتظم الفواصل‎ 8 
The Use of Unevenly Spaced Pivotal Points 


ان مؤثرات الفروق المحد دة التى استعملت فى البنود السابقة اعتمد ت استعمال نقاط 
ارتكاز منتظمة ( متساوية ) الفواصل . غير ان من الافضل حل العديد من المسائل الفيزبائية 
باستعمال فواصل غير منتظمة ( غير متساوية ). 

كمال على استعمال القوانين اوالقواعد بفواصل غير متساوية . ناخذ المثال الذي يتناول 
حد ل العتبة المد رجة ,عط ۵۱۵0۳60۳ a‏ اه عصناعاهناط البسيطة السند فى نهايتها 
0 > ند ,1= » وتقع تحت تائير قوی محورية 2 والتي عزم قصورها الذاتي يتغير 
كما هو مؤشرفي الشكل 4.6 
ولكي نحل مسالة القيم الحدودية المناظرة ر انظر مثلا العادلات التفاضلية البند 2.11 


77 P 
1 Y= 0( y(0) = y(L) = 0, )4.8.1( 


يقسم الجزء الركزي للعتبة الى قسمين متساویین بنقاط ارتکاز (2) عند نقاط الرسع 
quarter - points‏ . اما طرا في العتىة ففي كل منهما نقطة ارتکاز واحدة (0) 
في النهاية ونقطة اخرى (1) عند ثلئي طوها من النهاية . 

وفي هذه القسمة نجد ان الجزء المركزي يتالف من كومتين طول كل منهما هو 

. $) = (FL 


۳۱۷ 


مع عزم قصور ذاتي ,27 . وکل طرف يتألف من كومتين طوفا هو 1( ي) = (841 


وبعزم قصور ذاتي ,ر . كما ان نصف احد هذه الكوم يقع فعلا خارج نهايتي العتبة وحيث 
ان الفاصلة ۸ بين نقاط الارتكاز تتغير من نقطة لاخرى . فان المشتقة الثانية الواردة فى 
المعادلة (4.81)' تقرب بالعادلة (2.2.3) : 


(a)‏ رل + : 5 ”م 
h?y'' = 3 TD [avı )1 + Oy: + yr]‏ 
5 ۱ ب س 
حيث (۱) وت = TF — Fr; u‏ = | 
العادلات (ظ) تعطینا بالنسبة للمسألة الحالية : 
و 19 
في ;2.015 7 و hy - rL; E‏ الاك 


1 


)2( hı = راو‎ a= 1 = 1.579. في‎ 


S1 


ولذ لك بضرب العادلة (4.8.1) في ۸ وتعويض العادلة (د) بدلا عن "ردیر فان 
معاد لات الفروق تصبح . 


1 


۱ 
1 9 55 اع سا بش یک یی با 
عند (1) لون + ررر 2.37 + 1( - 2.375۰0[ (2373 237501-17 


/ ۲ 
3 f (rL) 9 0, 


عند (2) )1.579 + 1( — 3۳ F T57)‏ 2و1 
0 = ور (2L)‏ 3 موز + 
اوتكون : ;0 = ون + ررر(ة3.37 - (0.03635K‏ 
(0.05208K - 1.579)y = 0,‏ + ,1.579 
حيث ان المعادلة المحددة المناظرة : 
م 1 5 — 0.03635K‏ 
1.579 — 0.02208 1.579 
جذرها الاصغر 1901 = × ومنها ينتج : 
3 بات 01 = Pa,‏ 


۳۲۸ 





ان قيمة ,1 المستخرجة بطريقة الطاقة وبغرض انحراف على شكل دالة جيب . 
والذي من المعروف انها الحد الاعلى لحمل الحدل . تساوي 19.04 ( للاطلاع على طريقة 
اخرى انظر الاسلوب العد د ي ف حسات التغيرات تاليف Newmark,‏ 


۳۹ 


تمارين 
1 عبر عن شروط العادلة (4.12) الاولية بدلالة : 


)ع( الفروق الامامية Forward differences‏ : حن الاخطاء من ا مرتبة h‏ 
(ب) الفروق الا مامية مر از Forward‏ حيث الاخطاء من اطرتبة ۳۳ 


الاجوبة 


(a) Jo ع‎ 0: Jı = Joj Ys = 2 زوا ح‎ Ya = BYa ~ BY F Yo; Jı = 
4ys — 6ya رز‎ — yo. (b) yo = 0: YJ» = 4Y ع‎ 3Yo; Ys = 4Y2 ~ OY 
زور‎ y4 = (ys — ررق‎ + Gy — (yo; ون‎ = (Cys - 120: + 1۰ 
رس‎ + )3( 0 


2 استخرج قيمة التکامل الامامي والاستکمال الخطي لقيم الارتکاز الى تکاملات 
السائل الحد ودية القيمة الثالية مستعملا المؤثرات عندما يكون الخطأ من المرتبة 
۶ وعدد الفترات الفرعبة الزشرة کل ازائه 7 
4ك حدس ;2= (2)/ با ع (۷)۱ :0 ا 0 ۳ (a)‏ 


۰ ره ده ر1ع ()نر ,0 < (b) gy" + 5 2(7 - 0( JO‏ 
۵ حم ;1= (7)۱ ,0 ع JO)‏ 0 < ون + ۷۳ () 


الاجوبة 
.1850 = ولا ;1.635 = ون ;1.351 = رن yı = US;‏ 4 ع م (a)‏ 0 
و4 جد ( بموجب متسلسلة تيلر ) الحدود الثلاثة الاولى اللاصفرية الى مفكوكات ` 
المتسلسلات في حل السائل التالية معتبرا 0 كمجاهيل يجب تعیینها 
بموجب الشروط الحدودية التالية :- 
= (001 ,0 = (0)0 
.0 = (7)1 ,0 = (۷)0 


= م (a) 6“ + sin‏ 
a +1,‏ ع شن + ۳ (ط) 


الا جوبة 
y = - 0.55742 + 0.52 + 0.05744‏ (0) 
,13.064 - 0.52 + 12.562 


4 عين قیم ر في نقاط الارتکاز ذات الفترة (0,1) اذا علمت ان ن تحقق المسألة ۱ 
الحدودية القيمة التالية ۳ 
4y = 4" + 2: 70( < 0, 7)1( =‏ + ۷ 


۳۳۰ 


استعمل و د ,, ثم 4 n=‏ . قار بين النتائج مع الحل الحکم للمسألة (22 ع (y‏ 
مبینا سبب تطابق الحل الحکم مع الحل العددي مهما كانت قم + عند ما 
تقرب "ر بواسطة 8/۱۶ . 
4.5 () حل المسألة الحدودية القيمة التالية بموجب قوانین ن الفرق المركزي عندما 
يكون الخطأ من المرتبة *۸ مستعملاً فترتين فرعينين أو اربع فترات فرعية 
.2- = (۱)ا ,0 = (0)ز . رسام = ررك + رو س ۳ 
حل نظام العادلات الانية بنهج كاوس . 
(ب) استخدام الحد الأول من تصحیح فوکس الى قيم ر في التقریب حيث 
n= 3‏ 


(ج) آعد (ب) عندما 4 = 
6 استعمل القيمة غير المصححة الى J‏ عندما 2 = » أو 4 = م 
استخرج قیم ر المحسنة عندما 5 = م بطريقة الاستيفاء . 


3 (ه) اعد (د) لقيم ر المصححة ( من الجزئين ط . » ) 
الا جوبة 
= (0.50) ی 03473 = و02 :1.121- = (0.50) و (a)‏ 
y4 )0.50( = -0‏ (ا) .1.7257 = y)0.75(‏ ;0.9508 — 
= (0.75) و :09107 = y0)0.50(‏ :3294.لس = (0.25) y۳‏ 0) 
.5 - = (0.50) رن y¥(0.50) = -0.8941. (e)‏ (ل) .1.0584- 


6( حل المسألة الحدودية القيمة التالية بموجب قوانين الفرق الركزي ذات 
الخطأ من مرتبة ۸ مستعملا اثنين واربع فترات فرعية . 


1۲ - 5۳ + 8y = هه‎ )0( =0, )3( = 4, 


حل نظام العادلات الآنبة بطريقة كولسكي . 
(ب) استخدم الحد الأزك فن صح فوکس الى فیم ا عند التقريب حيث 


n= 2‏ 
(ج) اعد (ب) عندما 4 = ۰ 
(د) استخدم قیم 1 غير المصححة حيث2 = «أو 4 وثم جد قيم ر المحسنة 
عندما 1.5 = » ومستعملا طريقة الاستيفاء . 
7 حل مسألة سريان الحرارة الواردة في البند 4.3 على فرض ان 
kı = 6 ١ 10-4‏ رصن ¢ ۶۵ 1 = طروي 1 = R‏ رمن 100 = L‏ 


۳۱۱ 


وبقيم ()) كما معطاة في الجدول التالي 


L = 100em, RA = 10m, Fk = | cal see °C em?/em, kı = 6010-4 uo = 1, 


علما بأن (2) محددة بالجدول التالي 








0 


2 = ] )((/ 
۱ 


الاجوبة 
.1.035 = بو ;0.084 = rs‏ :00 = ,0:۱ = و۲ 
8 صفيحة دائرية الشكل مدرجة نصف قطرها (0) كما في الشكل 4.7 وقد ثبتت 
بحافتها تنحرف تحت تاثیر حمل منتظم و 





۱ عين اليل 9400 بموجب العادلة التالية : 


۳ 1 1 
۳۹ سر ا 4 
2D‏ ۳ 6 5 


والتي شروطها الحدودية هي : 


Q(a) = 0,‏ 0 = (0)ه 
علما بأن ” هي السافة العف قطرية وان < هی الجسوءة الانائية 
flexural rigidity‏ الخاصة بالصفيحة ١‏ انظر مناد ا مرجع نظربة 
الصحائف ولقشر تاليف نيمو تشينكو او بنوسكي كريجر الناشر شركة 
ماكروهل ) 


۳۳ 











رب) عين انحراف الرکز بالتكامل العددي مستعملا قاعدة الشبه النحرف 
9 حل السؤال 4.8 في حالة كون الصفيحة ترتكز ارتكازا بسيطا وتحقق الشروط 
الحدودية التالية : 
0 = + :0 = )0 


معدم 


عل فرض ان نسية بواسات 0 y= 08 Poisson's‏ 


pla) = 0.096qa3/ Do;‏ و0۸ = (قاعتاب 0.040ga°/ Do;‏ = رق واف 
ty = ۰‏ 
الجواب 


0 عين قيم 7 في نقاط الأرتكاز للفترة (0,1) اذا علمت ان , تحقق مسألة القيم 
الحد ودية التا لبة : 
2y = 121° 2: y0) = 0, y(I) = (I) = ۰‏ + "ر 
(أ) استخرج قيمة ‏ التقريبية مستعملا 2 = « بموجب الفروق المركزية الموسطة 
average (‏ ) . وكذلك جد "7 بموجب العبارة غير التمائلة للمعادلة 
(2.2.2) 
(ب) استعمل 3 - « وقرب ۸۲ عند + = م بموجب العادلة ‏ ووی 
عند # = د بموجب الفروق المركزية الوسطة . 
الجواب 
(DD) yı = 0.180, ya = ۰‏ .0.147 = بو رن (ه) 
1 غين قيم ۷ في نقاط الارتكاز للفترة (0,1) اذا علمت ان ١‏ تحقق المسألة 
الحدودية القيمة التالية ومستعملا3 = « والتقریبات المتمائلة للمشتقات . 


۰ = (1)”ن = (0) = () = (0) الماك = ۵۱۷ + yy‏ 


2 عين قيم / في النقاط الحورية للفترة ( 0,1 ) اذا علمت ان ! تحقق مسألة القيم 
الحدودية التالية ومستعملا 3 = « والتقریبات المتمائلة للمشتقات . 


۱۳ + Sly = f(t);  ن)0(‎ = ۷/)0( = (1) = (1) = ۰ 


() افرض ان :729 = مر 
(ب) حل السالة نفسها عندما الدالة ()/ في الطرف الأيمن من العادلة 


۳۳۳ 











التفاضلية نتعين بالجدول التالي : 


5 18 ۱ 2/3 1 

ِ ۴ تچ 
243 162 ا 81 ۱ f)‏ 
.7.4615 = 


(a) J = 1.1539; ور‎ = 21 E 
(ط)‎ yı = 0.6154; ون‎ = 1.6923; ya = 2, الاجوبة‎ 


3 () جد قيمة الانحراف عند نقاط الارتكاز للدعامة الرسومة في شكل 4.8 . 
مستعملا اربعة فترات فرعية ومکتلا lumping‏ الحمل الوزع عند المرتكزات . 
استخدم تعابیر لفرق الركزي ذات الخطأ من الرتبة ۶ . 
رب) جد عزوم الثني bending moments‏ عند الرتکزات ([0 - = (M‏ 


= واه‎ ZÈ 
4= qs 3 





4 (أ) جد قيمة الانحراف عند نقاط الارتكاز للعتبة المرسومة فى شكل 49 . 
مستعملا اربعة فترات فرعية وتکتیل الحمل الموزع عند نقاط الأرتكاز . 
استخدم تعابير الفرق المركزي ذات الخطأ من المرتبة *8 . 
(ب) جد عزم الثني عند النهاية المبنية (810- = 11) 


الاجوبة 00010250۷۸ = ور :14171و0.000857- = Ja‏ 
—0.01828L `‏ = ,6 :21/اآو0.00142- = yı‏ 


لقف 











5 جد قيمة الانحراف عند نقاط الارتكاز للعتبة المرسومة في شكل 4.10 
مستعملا أربعة فترات فرعية ومکتلا الحمل الموزع عند نقاط الارتكاز . 
استخدم التعابير التفاضلية المركزية ذات الخطأ من المرتبة *۸ 
(ب) جد عزوم الثني عند نقاط الارتکاز (//8- = 1) 





6 احسب قيمة الانحراف في نقاط الارتکاز لعتبة منتظمة الحمل بسيطة الارتکاز 
التي عزم قصورها الذاتي بتغیر خطیا من ,7 عند طرفها الایسر وحتی ,57 عند 
طرفها الأيمن . استعمل تعا بير الفرق المركزي ذات الخطأ من مرتبة h?‏ والتي عدد 

اس الفرعية أربع . 


Yı = 0.00362191,*/ 171: ون :و 1/187رآو0.004883 = ول‎ = 0.003377gL4/ Elo. 


4.17 0 احسب انحرافات نقاط الأرتكاز لعتبة ترتکز على أساس مرن ( انظر البند 
6 ) ومنتظمة الحمل بسيطة الأرتكاز عند طرفيها حيث أن k=16‏ . 
استعمل قوانين الفرق المركزية ذات الخطأ من المرتبة *8 وان 4 ,2 - م 
استوف © قيمة الانحراف عند الرکز . 
(ب) جد قيمة عزم الي عند مقطع منتصف البوت ‏ 5669۱0 mid-span‏ 
مستخدما اثنين واربع فترات فرعية ثم استوف ('11- = ۸1) 


4.18 عتبة ترتكز ارتكازا بسيطا وكل من عزم قصورها الذاتي 7 . وطولها با ثابتان 
الى 2 مستعملا الاستيفاء عندما يكون عدد الفترات الفرعية 2 ,3 , 4 


۳۵ 


م ,۱۵ الطرق العد دپة في الهندسة 


تلميح : - ان مسألة القيم المميزة تعرف بموجب العادلات التالية : - 


1 
y)0( = 7)( = 0.*‏ ;0 ار اسيل 


الجواب 

o‏ ۰ 5 ت Pl?‏ سس 

۳12 Ka = 8; Kı = 9: ارتم‎ = 9.8726; Ka: = 0.8; Ky = 9.85164; 
5 

.9.86881 = روط 


9 عتبة رفيعة طولها 2 ترتکز ارتکازا بسيطا . عزم قصورها الذاتي يتعين كما يأتي 


۰ > بد > ;)27/1 + I(1‏ = ()1 
بر > ند > 1/2 ;)2/1 - 13 = (1)2 


بم 


2 


تتحدل بفعل حملين ضاغطين طوليين 7 عين أصغر قيمة حرجة الى */ مستعملا 
4 ,2 = « من الفترات الفرعية والاستيفاء من نمط -*4/07) ( راجع المسألة) 
4.18( 
0 عتبة حديدية صععط انامه ذات مقطع عرض مستطيل ضيق مبنية عند 
 - 0‏ قد حملت بحمل مستعرض ۴ عند 1 = 2 الطلوب تعيين أصغر قيمة 
حرجة انى 7 تجعل العتبة تتحدل جانبيا مستعملا 4 ,3 ,2 = « من الفترات 
الفرعية والاستيفاء . )۵۸٩(‏ 1 
تلميح : - ان الدوران 2 يحقق مسألة القيم الميزة التالية : - 
2 ۳ 0۰ 5 0 = 23 کک EF P’L?‏ 
sg (1 - 2/1)" 0: ۰ 8(0) =0; 0 = 0‏ + "0 
الجواب 
80/14 ليه 3.959 = بط 3939/80/1۸ = P‏ :4/80/1۸ = و۲ 


,6/14 ليد 4.013 = ۴ :7/30/1۸ 4.030 = روط 


1 عتبة ذات مقطع عرضي ضيق مستطيل ترتكز ببساطة عند 1/2+ = 2 بینما 
يمنع دوران نهايتها حول محور العتبة . العتبةتيحد ل جانبيا بفعل حمل شاقولي عند 
و - م . المطلوب تعيين أصغر قيمة حرجة الى م بدلالة 8 . اصغر جسوءة 


۳۳۹ 


انثنائية للعتبة في مستواها الرئيسي 0 . جسوءة الالتواء .2 . طول العتبة . 
استعمل 3,4 ,2 - م„ من الفترات الفرعية واستيفاء ۲۰,۰ 
تلميح : - دوران 8 يحقق مسألة القيم المميزة التالية ا 


e ay )م لط‎ 2١ _ 
دم‎ 3 6) - ۶) 5) = 0 


2 صفيحة دائرية نصف قطرها ۸ وجسوءتها الانثنائية 7 ثبتت من حافتها » تتحدل 
بتأثيركبس منتظم قدره ١‏ لكل وحدة طول . المطلوب تعبين آصغرقيمة حرجة ۸ 
مستعملا 2,3 = :كعد د للفترات الفرعية والاستیفاء ۰ مع العلم أن ميل الصفيحة 4 
يحقق مسألة القيم الميزة التالية : - 





0 = ©)ن = 900 :0 < 9 3 2 0( + اه أن 
D F2‏ 7 


= 12.00۳/8: N; = 13.50D/R°; N, = 14.70D/R?; 
= 2, الجواب‎ 


3 الناویل و وترددات عتبة قص shear beam‏ يتغير ثابت نابضها خطا 
تحكم بمسالة القيم المميزة التالية : 


dz 1 رمه‎ dz 
۾ = ا د سل د‎ = ۰ = e ج‎ 
de? م‎ de ۴ 2 ۳9 201( = 0, 18 0 


Na 
N 


3 


علما بأن ١‏ / ”2ں = :ا وان .7ط وحدة الكتلة ووحدة ثابت 
النابض پساویان م۸ دى _,[” وان 1 هو طول العتبة » تدل على الیل 
التمم لخط ثابت النابض 

احسب قیم *ه الثلاثة التي هي أصغر مایمکن مستعملا فترات فرعية عددها 
4 ,3 ,2 ,1 = 7 والاستیفاء . 

( الناویل جمع منوال وهي الكية التي تتکرر بأكبر نسبة ص ٩۷۳‏ معجم الوسيط / 
مجمع اللغة العربية ) . 

4 عمود رفبع طوله ,1 وعزم قصوره الذاتي 7 ووزن وحدة الطول منه » بني عند 
0 - محر عند[ = ۾ بتحدل بفعل وزنه الذاتي . احسب القيمة الحرجة الى ۾ 
مستعملا فترات فرعية عددها 1,2 والاستیفاء . ان انحراف العمود ب يتغير 
بمسألة القيم الميزة التالية : - 


۳۳۷ 


5 احسب اصغر تردد طبيعي للتذ بذ بات الحرة لعتبة طولها 1 ترتكز ببساطة مستعملا 
الاستیفاء وعدد من الفترات الفرعية هو 2 ,4,3 
تلمیح : - ان العادلة التفاضلية لحركة العتبة هي 
L‏ 1 1 
;0 = ل م( - ( a‏ 
y1) = (1) = 0,‏ = (0)'ن = (00/ 
افرض E1‏ /3ہ = ما 


k = 7.83.‏ ;7.6832 = و ;6.7624 = »ها ;4.0000 = 810 الجواب 


( انظرمسائل الاهتزازفي الهندسة تأليف تيموشنكوص ۳۳۲ . الناشرفان نوسترافد ) 


علما بأن الجسوءة الانثنائية = 87 والكثافة م ومساحة مقطع العتبة 4 عرض 
J(a,t) = X(z) sin ut‏ 


فى هذه المعادلة ثم عبر عن ان العتبة بسيطة الاسناد عند نهايتها . 


00 = X(L) = 0; 
Let w = wL*/ VE] افرض .م‎ 


"(0) = K"(L) = 0. 


Ans. و‎ = 8: wg = 9; w4 = 9.3726: ووس‎ = 8 3,4 = 9.8516; 


.9.8688 = ونوا 
الجواب 


6 احسب اصغر ترد د طبيعي للتذ بذ بات الحرة لعتبة طولها ا مثبتة عند 0 = بد وحرة 
عند 1 = ت مستعملا فترات فرعية 2 = 7 
تلميح : - راجع المسألة 4.25 


7 عين قيم ۷ عند نقاط الارتكازفي الفترة (0,1) اذا علمت ان ۷ تحقق مسألة القيم 
اليل ودية (ه)ير = 9۷ + ”ر و0 = (1)ن = (0)/زوان (7)2 تتعين بالجد ولالتالي :- 


۱ ۱ 

| 1.00 075 1 0.15 _ 0 ۱ ۳۳ 
۱ 00 ۱ ۰ 30 ۱ 16 0 ۰ 
1 أ 1 ۱ 


۳۳۸ 














سم 


۱ 


استعمل تقريبات “ر اللامتمائلة ذات الخطأ من الرتبة .7 ب 
الجواب 7000 = y4‏ (83.8260 = وين 2180217 = ولا 


8 احسب حمل التحدل ‏ للعتبة التي ترتكز ببساطة الخاصة بالشكل 4.11 مستعملاً 
الفروق غير المتساوية من المرتبة ۸ وبحسب التقسيمات المؤشرة ( راجع المسألة .4.18 ) 





شكل 4.11 


29 صفيحة دائرية مدّرجة كما في الشكل 4.12 مثبته على طول حافتها تنحرف بتأثير 
حمل منتظم قدره ٩‏ . 
(أ) عين ميلها ()4 بموجب تقريبات”* اللامتمائلة والتي اخطازها من المرتبة/. 
( انظر المسألة 4.8 ). 
رب) عين انحراف المركز بالتكامل العددي 


%(0.45a) = (و9)0.8 زو /تهو0.0163‎ = 0.0177ga/ Do; الجواب‎ 
wo = 0.0114ga/ Do. 


0.45a 0.350 060 





کل 4-۱۲) 


0 حل المسألة 4.29 في الحالة التي يكون ارتکاز الصفيحة بسيطاً ر انظر السألة و . 


۳۳۹ 


الفصل الخامس 
الحلول العد دية للمعاد لات التفاضلية الجزئية 
The Numerical Solution of Partial‏ 


Differential Equations 
تصنيف ال معاد للات التفاضلية الجزئية من المرتبة الثانية‎ 3 
Classification of Partial Differential Equations of the 
Second Order 
لقد وجد ت عمليات التكاملات العد دية اوسع تطبيق ها في حلول المعاد لات التفاضلية‎ 
الجزئية . غير ان التكامل العد دي للمعاد لات الفروقية الجزئية النانجة عنها تقود الى مسائل‎ 
اساسية في التمام واستقرار الحل . حيث تواجه اختلافات اساسية في طبيعة الحلول الجوهرية‎ 
. تبعا لنوع المعادلة التفاضلية التي يراد حلها‎ 


وحيث ان العادلة التفاضلية الجزئية من الرتبة الثانية هي ذات اهمية خاصة في كل 
من حقول انتشار الامواج . توصيل الحرارة . المرونة . الاهتزازات . نظرية الطبقة الحدودية › 
الخ فان الفصل الحالي سيعالج . الى قد ركبير . هذا النوع من العادلات مع ان مسائل عدة 
تشمل معادلات من مرتبة اعلى ستوخذ بنظر الاعتبار . 

دع معادلة تفاضلية جزئيةمن الرتبة الثانية بدالة ‏ مؤلفة من متغيرين مستقلين ١‏ ي ,نه 
تاخذ الصيغة : 
(5.1.1) 0 = = ای ,9 YU,‏ ا )0 اد a‏ س B)a,y(‏ ا 27 (رد) ۸ 


ان هذه المعادلة خطية فى حد ود الرتبة ۳ غير ان الحد 


۱ 9 du 
خطية وفي الحالة‎ )5.1.1( e قد يكون خطيا اوغير خطي‎ 
التالية تسمى شبه خخطية .110.51-1471607و‎ 


وتصنف المعادلة (5.1.1) على انها ناقصة ‏ لاه مكافئية :9001م 
اوزائدية ‏ ع6011م71 2 في نقاط منطقة ما ۰ . تبعا لكون 
معادلة اهليلجية او ناقصية > 80-446 


۳۳۰ 


N 
9 


(5.1.2) معادلة مكافتية 0= 4۸0 - B?‏ 
معادلة زائدية *0 > 440 - B?‏ 


وحيث ان العاملات بك ,8 ,0 هي . بصورة عامة . دوال لتغیرات مستقلة فان تصنيف 
المعادلة (5.1.1) قد يختلف في المناطق ودهاعم المختلفة من مجال صتعصطمة 
تعریف المسألة . 


[د] المعاد للات الاهليليجية ر العادلات الناقصية ) 
ELLIPTIC BQUATIONS‏ 


ان المعادلة التفاضلية هي ناقصة في منطقة ما . اذاكان 0< 440 - 8۶ في 
جميع نقاط المنطقة . ان الشروط الحدودية هذا النوع من المعادلة قد تحدد قيمة الدالة لها . 
اومشتقها العمودي . اومن مزيج  combination‏ خطي من الدالة عب العمود ي 
فى كل نقطة من الحد ود المغلقة 08737صناهط 10560هء للمنطقة 72 التي ينبغي فی ايجاد 
قيمة الحل ,)له داخلها ر الشكل 5.18 ) . ان الشروط 0 المعطاة 
في كل نقطة من الحد ود المغلقة تعرف بصورة فريدة حل 00 القيم الحد ودية ( المحددة 
بالمعادلة التفاضلية الجزئية وبالشروط الحد ودية المرافقة ها ) داخل الجال . 


ان الحل العددي للمعادلات التفاضلية الجزئية الناقصية بالفروق المحدودة يقود . 


بصورة عامة . الى منظومة من العادلات الجبرية الخطية الانية بقيم الدالة في مرتكزات 
( نقاط ارتكاز ) منطقة تعريف المسألة . ويمكن حل منظومة العادلات هذه بالاساليب 





الموضحة في الفصل الاوك . 
معاد لة لابلاس 
(5.1.3) 2 2 + = برد 
ومعادلة بواسان 
Vu = ° 9 = f(x,y), (5.1.4)‏ 
ان اهمية هذا الصنف وثيقة الارتباط بنظرية المميزات تصنف العاد له 


التفاضلية الجزئية بد لالة مميزاتها اي المحلات الهند سية (ملتقى النقاط) للانهطاعات التملة في مشتقات حل ما (انظر . 


موی الرجع من الکتاب الاصلي). 
تسمى العاد لة زائد بة في نقطة ما اذا ماوجد اتجاهان حقيقيان متميزان . وتسمى مكافئة اذا ماوجد اتجاه واحد حقيقي متميز 


متميز وناقصية او اهليلجية اذا ماخلت من اي اتجاه حقبقي متميز في تلك النقطة. 


۱۳ 


هما مثالان مهمان هذا الصنف من العادلات وسيناقش حلهما العددي بالفروق المحد ودة 
في الاقسام يا 


BOUNDARY CONDITIONS PRESCRIBED 
AT EVERY POINT OF THE BOUNDARY 









R 


۳ LOSED REGION] 


(a) ELLIPTIC PROBLEM 


SOLUTION PROPAGATES 
IN AN OPEN - 0 


REGION BOUNDARY CONDITIONS 


PRESCRIBED HERE 


BOUNDARY CONDITIONS 
PRESCRIBED HERE 


R 


0۳2۸ REGION] 


INITIAL CONDITIONS PRESCRIBED HERE 
(b}) PARABOLIG OR HYPERBOLIC PROBLEM 


شكل اب ه 


ضف 


إ] العاد لات المكافئية 


PARABOLIC EQUATIONS 


تكون المعادلة التفاضلية مكافئة في منطقة 7 اذا كان 0 - 8-440 فى كل 
نقاط المنطقة ان القيمة الابتدائية للدالة » في زمن ما . ا . وان قيمة الدالة او مشتقتها 
او مزیج خطي مكون من الدالة ومشتقها العمودية على الحد ود هي الشروط الحدودية الطلوية. 


في مسائل من هذا النوع لایعرف الحل ضمن مجال مغلق وانما ينتشر في مجال مفتوح 
منطلقا من الشروط المفروضة على حد ود مفتوحة ( الشكل 5.16 ان معادلة انتقال الحرارة 
الاحادية البعد هي من العادلات المكافئة المهمة . وسيوضح حل هذا النوع من السائل 


في القسم 2.1 


K 0 _ ÛU 


(.6.1) ۳7 2 ق 


() العاد لات الزائد ية 


HYPERBOLIC 19۱ ین‎ 


تعبر العادلة التفاضلية زائدية فى منطقة ۸ اذا كان 0 < 440 - 


منطقة التعریف هی الشروط الحدودية الطلوبة . 


ان احد ی العادلات الهمة من هذا الصنف هي معاد لة الامواج احادية البعد وسیناقش 


الحل 

u‏ _ 0*6 و 
(5.1.6( 7 دين 2 
العددي لمسائل من هذا النوع بالفروق المحددة في القسم 18.م 


2 مؤثرات الفروق الجزئية فى الأحداثيات الد يكارتية 


Partial Difference Operators in Cartesian Coordinates 
. ان تحويل معادلة تفاضلية جزئية الى معادلة الفروق الجرئية المناظرة يتم . اساسا‎ 
. بنفس الطرق والفکوکات الطورة في الفصول السابقة للمعادلات التفاضلية الاعتبادية‎ 


تیم 


7۳۳ 


كر جفيع 
نقاط المنطقة . ان القيم الابتدائية للدالة » ومشتقتها الاول بالنسبة للزمن بالاضافة الى 


قيمة الدالة او مشتقتها العمودية او مزيج خطي مكون من الدالة ومشتقها العمودية على حد ود 


E‏ تع ی 


حيث ان الشتقات الجزئية تقيم بنفس العملية النهائية _ 0206655 عدذاننا . المستعملة 
في المشتقات الاعتيادية مع الاحتفاظ بجميع المتغيرات . عدا واحدا ثابتة وهکدا فباستعمال 
,2 ,,ه ,. ...2 للدلالة على الشتقات الجزئية لدالة(. . . ,عم = ۾ بالنسبة الى = رل ,.. 
على التوالي يمكن الحصول على مفكوكات الفروق الركزية ل .2 ,رط ,... من المعادلة 
(2.7.10) مباشرة . 

نلا اذا رمرت ۸ للفاصلة عدا»دمء الثابتة بين نقاط الارتكاز على احداثي 5 
ورمزت 82 لفرق 2 الركزي ذي الرتبة × عند : في اتجاه نه 


)5.2.1( ۱ 3 بت + -( م حت بر Dey,‏ + 2 — ,2 = بم 2/7110 
1 ۰7 ) 

اة وة 5( E 6 ê‏ ۱ 9 دور ه 

ارم ی( ] ۰ 2 4 0 35 ۳ > ج ,€2 35 24 ل 2 کک ےک h?D’z;‏ 
2es,‏ ملد 2 مب 22 ب ,22 میم = ,21373 

ê 7ö 
س 7 - )ير = به‎ | 52. 
| 1 E 120 e (5.2.8) 


ری دج د ,42 — 4e, + 6z;‏ — برع = بج۹ 1۸ 


ê 783‏ 
2.4 2 کک سه کات س = 
)5.2.4( 1 0 3 240 7 ن ( ۳ 


وبالثل اذا رمزت بم للفاصلات الثابتة لنقاط الارتكازعلى احداني + و :2زة 


4 


لفرق 2 النوني عند + باتجاه ن واذا ميت نقاط الارتكاز الجاورة للنقطة :2 عمودیا 





۳۳ 


د20 2a,‏ رمم2 كما في الشكل 62 ۰ تکون المشتقات الجرئية بالنسبة 
الى ۷ 


و6 ا یگ رة )ر 9 + ,2 — مه = بهر:21 
as [ 2 ٩ )5.2.5(‏ 30 6 لم Ely Ely‏ ل yi 26 2b‏ 


8 0 
(5.2.6( بد لل ل ۷ -( - ۳ eo,‏ + وم + ,22 — وج = k Dz;‏ 


90 12 
2es,‏ - ورم — و2 + ,22 — مو2 = 2131012 
_ 787 


(5.2.7) 3 1 4 7 120 ا -) م = ۳ 
,€4 عل 2 + 42% - 62 عل ,42 — موم = RID;‏ 
8 6 
۱ ۱ - ور + -) = | 


وتقتنى عبارة دونععه۳۲ه مشتقة 2 الثانى المختلط بالنسبة الى 2 Day, Y,‏ 
باستعمال المؤثرالذ ي يعطي .27 على المؤثرالذي يعطي ,2 أي بحاصل ضربهما ,222 


او 


)5.2.8( 


2 1 


1 1 1 |1 
ولانه, 61 27 + | 2 5 ,2( 27 عد (er 2 20a‏ ۳ 27 = رآ 


26 ۲ 20 حل 2a1 — 2o,‏ ~— برد رم (41:/01 
(5.2.9) مع(... + ıê)‏ + قرف 3-] 


بالمثل فان المشتقة الرابعة المختلطة 10 = 0۹2/08 هي حاصل ضرب 
D‏ 12 التاثيري . 


e0:‏ حك ,22 — 2(e,‏ — وزيم + ,22 — .2( = و( وان 
ودع + ولع + ,22 — (e,‏ + 
;42 + )2 + م2 + وم 1 ,22 — 2o)‏ + برج + رمع + (Rar‏ = 
(—~gy(284 + 80 +...) e]. )5.2.10(‏ = رما ey‏ + 


المؤثر اللا بلاسي ر او التوافقي ( ۷2۴ Laplacian (or harmonic) operator‏ 


D}‏ + 25 = ورج 





(۰) _ ينبغي عدم خلط الؤثر ۲۶ بالفرق الخلفي ( التراجعي ) الثاني 


يصبح بالمعاد لات (ف.:.3) :(5.2.0) ولمشبك مستطيل ذي فتحات ابعادها و ۸, Kk‏ 
es, + es, (5.2.11)‏ لد )2 عل رمق — (ey‏ ل )20 عل Re, — 2z,‏ = ما 
و للحالة الخاصة حيث یتساوی ابعاد نقاط الارتکاز فى الاتجاهین ۾ و , اي لمشبلك مربع 


)5.2.12( بيو ٣ا‏ بروع ا 42 س چ + جع سل ,2 = Vz;‏ 


حيث هه و هه معطيان بالمعادلتين ر5.2.2) ر (5.2.6)على التوالي . اما المؤثر 


4 4 4 
0+ = 7(0) = 0 + 20 04۲ 


A" 02۵ ۲ 


فيصبح لشبك مربع : 
Va, + ۲۶2, - 4V2]‏ + ,۲۹۵ + مم ]8ل = (۹۷۶)۲*۵ = hiva;‏ 


2 + بروج لت ميج + 2r, + 2) + 2 (a1‏ سل روج لك (#aa‏ = 
)5.2.13( ,€ 4 ,202 + 20 + برچ ج برع لد 82 س 


نحصل عل بواسطة E4‏ €4 رهگ 


وتمثل المؤثرات الجزئية ,72 و 72 و“ لمشبك مربع بکل يسر جزیئات الاشكال 3.898 و 
موه , م 25.3 على التواللي 


(sz)‏ ينبغي عدم خلط المؤثر + بالفرق الخلفي ( التراجعي ) الرابع 


۳۱۳۹ 














9 شكل ( ٠-۳‏ ) الزترات الجزئية الفروق المركزية 


وبواسطة مؤثرات الفروق المركزية في الشكل 8 . نحصل بالثل على مؤثرات الجزینات فى 
الشكل 5.4 بخطأ من مرتبة 74 ولتي يمكن استعمافا للحصول على حلول ادق ٠.‏ 


۱۳۷ 


وتقتني المؤثرات الجانبية 1806581 اعتماداً على الفروق الامامية او الخلفية ( التراجعية ) 
بالطريقة نفسها . 

نقتني المؤثرات الثلاثية البعد باسلوب مال تماماً وقد تم استعماها في مسائل الرونةوانتقال 
اخرارة 





۳ >+") 


3 
59 شکل, ( 8-4 ) مزثرات س اللرتبة الثانية 


۳ التكامل المزد وج العد د ي Numerical Double Integration‏ 
قانون شبه النحرف 
۱ 4 تعييم التكامل المزدوج )5.3.1( dx dı‏ ۳ = 7 


البسط على مستطیل ,4 = ۷ ,© = ۷ ,ا ۰ عددیا بتکاملین متتالیین 
باتجاه ‏ ثم باتجاه / وباستعمال قانون شبه المنحرف الوارد فى القسم 28a‏ 


لهذا الغرض قسم المربع (,0) ,(0,۵) الى عدد» ۰۰ من الربعات ذات ابعاد 
۵(/۵ - 1) = مر ,۷( - ) = ۾ ثم خذ بنظر الاعتبار القيم رز للدالة ر في نقاط 
الارتكاز ر الشكل 5.5 ). 
a + 7 (i = 0.1,2,...00;‏ = ;1 
jl CAO BE‏ 6-۲ = رز 
ان القيمة :4 للتكامل الممتد على مستطيل واحد ذي اطراف ,8 زاويته السفلى الیسری 
عند 























(ه-ه) 


۲۳۳۹ 




















= ۳ 1 f(r) dr = )/:)۷( + اد‎ dy 


۱ 


le 
535 


۱21 


۱ سر E‏ 
واچ iT‏ لك ریبد | 





>= 


١ ۰‏ 8 / 
063.20 .1 مزا 5 Er)‏ 3 ور ل سل زب | r‏ 5-7 


باضافة قيم :4 المناظرة لكل مستطيل في المجال وملاحظة ان كل قيمة ارتكاز داخلية ب 
اربع مرات وكل قيمة ارتكاز حدودية تعد مرتين فيما عدا قيم الزوايا . حيث تعد مرة واحد 
فقط . يمكننا تمثيل قيمة ”1 بالمؤثر . او الجزيئة في الشكل 5.6 . 


ولتقييم الخطأ في مؤثر التكامل المزدوج بقانون شبه المنحرف . ينبغي ان نتذكر بان الخطأ 
لتكامل منفرد بقانون شبه المنحرف هر مرتبة ۸ | المعادلة (2.11.11) | 


4 فمنم‎ 
f 
8 6 





شکل 0-5 ) قاعدة الشبه المنحرف 


۳1۰ 


لذلك فان مساحة کل مقطع من اخجم 7 الحاصل بواسطة مستو مواز للمستوى 2 عند 
۷ = 78 فها خطأ من مرتبة 1 . 
(a)‏ .رک + A(y;) = f(uyy;) dz = A;‏ 
وبواسطة ا معاد لة () وقانون شبه المنحرف المطبق باتجاه 1 يصبح التكامل المزدوج 


V = 1: 40 + يميق + د + وف‎ + An) 
+ دول‎ Kı + ... + Ka-ı + }K)h? + K'k?, 


دل عن با في الول الثاني من العاد لد وجعل 





و + Kea‏ + .. .+ و KK E‏ )ف دع 


نرى ان الخطاً في التكامل المزدوج هوعلى نمط 
Kh? + K'k?‏ دي 
اوعند اطلاق » على النسبة 7/7 
(K + aK')h?. (5.3.3)‏ عدي 


تظهر المعادلة (5.3.3) ان الخطأ في قانون شبه المنحرف للتكامل الزدوج هومن مرتبة ٠م‏ 


ولذ لك فان معادلات استيفاء72 ر ذات خطأ من مرتبة 72 ) قد تستخدم لتحسين نتائج 
التکامل العددية . 


۱ سیطبق قانون شبه النحرف لابجاد قيمة المتكاملة . 





2 2 2 
|| جع‎ « |] | [ln )2 + 2( - In ه)‎ + 1([ 2 


ae GERE DS 1|‏ هت ی ادها 


ا 
۳26 


= 1n A2 = 1n 1.4046639 - 80. (b) 


م 167 : الطرق العد دية في الهندسة )+۲ 


پاستعمال 2 = م„ و 0.5 = ۸ = ۸ تکون قیم الدالة سم = ن,#)/ عند نقاط 
7 32 
الارتكاز فى حقل مجال المتكاملة 
















وبذلك تكون قيمة ”1 التقريبية كما هي معطاة في مؤثر الشكل 6 وباستعمال اربع ارقام 


ذات دلالة معنوية . 


3 مح 4)0.3333(۱ + 


))0.38333 + 0.5 + 0.3333 + 0.25( 


0.50.5 
4 


تک 1 


+ 200.4 + 0.4 + 02857 + 09857 


حيث مقدار الخطأ فى هذه القيمة 1.0- بالمائة وعند استعمال 4 = »,0.25 = م = ۸ 


نحصل بنفس | يقة على 


بخطأ مقداره 0.24- بالائة 
1.3333 


۲, = 0.3406, 


. وعند استعمال استيفاء2/ بالعاملات 0.3333 = ره 


ده من الجدول2.12والمناظرة للنسبة 2 = ,۰/۸« نحصل على القيمة 


els, = 1.8383 ° 0.3406 - 0.3333 ١0,3433 = 0.2897, 


بخطأ مقداره + 0.03 بالائة . 


[bj 


قانون سمبسون الثلثى 


باستعمالين متتاليين 'قانون سمبسون الثلثي ( المعادلة 2.11.4 ) باتجاهي « و تصبح 
قيمة التکامل الثنائي ۱ المتد الى اربع مستطيلات اطرافها ۸ و ملتقية عند :2:1 


(au [ren خم‎ (PD + 4f) + fas] له‎ 


+ f 


لور لگ راج 


1 
J 


B+ 


| 


1-1 


e 


[fag-1 + سروبو‎ + fiar + feist 


E O a عادر‎ 


te 


ان المؤثره يظهر في جزيئة الشكل ( ۵-۷ 


hok 
Ê Nanay» 


8 





.۰ . قاعدة معبسون للمربعات 


باضافة قیم ,8 الناظرة لكل مستطیل في الجال نحصل على الژثر او الجزينة في الشکل 5.8 
وبعملية مشابهة لتلك الستعملة في الجزء 4 من هذا القسم . يكون من السهل اثبات کون 
الخطا في قانون مبسون الثلثي للتكامل الثنائي من مرتبة “۸ ولذ للك فان استيفاءات ٠‏ ( البند 
8 ) قد تستعمل مع قانون جبسون ثنائي البعد . 
ان استعمال قانون "مبسون الثلني على التكامل (ا) من هذا القسم تعطي إلى 2 = ۸ 
05-5 
3 
,81 = [0.333333 ° 16 + )0.285714 + 0.285714 + 0.4 + 4(0.4 + 


07 





[0.5 + 0.333333 + 0.25 + 3 


بخطأ مقداره - 0.0094 بالائة . 


۱:۳ 


ان اياً من قواعد التكامل البسيط الواردة في القسم2.10و 2.11 قد تستعمل بطريقة ممائلة 
لاشتقاقه قوانين تكاملات ثنائية . 





Fig. 5.8. Simpson’s ۶ rule. 
شكل 58 قاعدة سمبسون‎ 


(0] تكاملات ذات حد ود عليا متغيرة 


2 4y) 

ان تقييم التكامل (5.3.5) V = / 0 / f(ayy) dz,‏ 
والتي تمثل (ر)+ فيها دالة ذات قيمة واحد 6-1160اعدزه في 7 .فد يقتنى باداء 
التكامل الاول بين » ر (:)» = زه بموجب قانون الشبه المنحرف ولعدد:”من الفترات 

: 5.9 الشكل‎ ( 
9 (:/ة)‎ 
Aj = / 1 (زلارتة)‎ dx 
= haltfoly) + fig) + fay) + ... امد رل‎ (5.3.6) 


4٤ 








۷ 


شکل ر 4 -6) 


ثم بمکاملة :4 ثانية بموجب قانون الشبه النحرگ ولفترات عددها 7 


2 


67 فد رمك ار ل وق ل رك + kl} A40‏ = 
يتم اختيار الفاصلة 5096128 المنظمة . في المعادلة (5.3.6) بحيث تكون 


أي a:‏ — (رة)ة = a‏ — يرنه = م1۷ 





ه = %(Y;)‏ _ 
(5.3.8( و = ہر 
0 في العاد له (5.3.7) 
۵ - 8 _ 
kn = 5 )5.3.9(‏ 


فمثلاً اذا اعطینا 


< 
1 


7 4 4 4 
e+ | dy‏ پر و - مه +ع) |“ 
۹ 0 0 


4 
و‎ 1 (y* + 2y) dy = 166.4, 


۳:۵ 





وبا ستعمال 4 = ۸ لذا 1 - ۰ وباستعمال 1 = ««ولذا « كما مبين في الجدول 5.1 » 
نحصل على 181.0 = ۲ بخطأ مقداره 8.77- بالمائة ( الشکل5.10)وباستعمال ۸,05 
5 = ۷ بخطأ مقداره 2.01- بالائة . 






































Table 5.1 
(بارد)ز‎ = 2: + yj 58 
> 0 1 4 9 16 | hn 24; mn; mjd; 
RS ا ۳ 0 ا‎ 
0 |_ 0 0 0 1/2 ۱ 00 
1 1 2 1 101 + 2( 1 3 
2 2 3 | 6 ۱ 4 | 406 + ۵( 1 | 5 
3 3 4 7 12 |. 9 را‎ 968 + 12) 1 138 | 
4 4 9 8 13 20 16 16)4 + 20( 1/2 192 
V = DZD رمرم‎ = 181; 2 2m;A; = 362. 
)١ - جدول (ه‎ 


6 توط 





E 
0 ۱ 2 3 4 5 6 7 8 9 Ol 12 5 4 5 ۱6۰ ۶ 


كلما كان تقسيم الفترات ۾ - (ر)ن وم -- ٩‏ الى عدد زوجي من الشرائح ميسورا فان 
التكامل قد بنجز بقانون سمبسون الثلثي . عندما یکون‌حدا التكامل الاعلی والادنی . في اتجاه؛ 


J دالة فی‎ 
8 p(y) 
1 1 7 / IC) da, (5.3.10) 
2 كك‎ 


۳:1 



































فان شيئاً من العملية لا يتغير سوى ايجاد قيمة 7 الذي بصبح 


ha = 2); = را(‎ 


5.3.1 
7 (5.3.11( 


جدول (۲ -8) 














0 

1 

2 2(4 + 6( 

8 _ا 1 (12 + 6(6 3 
8 | 1/2 (20 + 1208 12 4 
.200 = زار 2 22 :(1190- = (e‏ 148 = ۷ 


ویوضح الجدول 5.2 والشکل 5.11 ايحاد قيمة التکامل التالي : 


4 ر‎ 4 
v= fav | e+ ar = | ot + 2 = 30 ay = 144 
0 1 


باستعمال 1 = .1 = :7 


ر = (۷),ط 





0 . 2 3 4 5 6 7 8 9 ١0 (| 12 15 ۱4 |5 ۱6 ۷ 


) ٥-۱۱ ( شکل‎ 


4۷ 























5.4 حل معاد لة لابلاس بالمعاودة Iteration‏ 


ان مجموعة كبيرة من المسائل الفيزيائية الثنائية البعد تحكم بما يسمى معادلة لابلاس 


بالشروط الحد ودية المناسبة . ومن هذه مسألة الحرارة المطردة ( steady-state‏ ) وفي 

الحقيقة . فإنه يمكن البرهنة* على أن درجة الحرارة (ر,»)» في جسم ثنائي البعد 
( صفيحة رقيقة معزولة ۰ أو اسطوانة مالانهائية الطول ) تفي بالمعاد لة ر 5.4.1 ) اينما 
كانت له مستقلة عن الزمن . 


وكمثال على حل معاد لة لابلاس بالطرق العددية ‏ خذ مسألة ايجاد درجات حرارة 
و لوي ا OSE‏ 

قيمة أضلاعها ,1 ٠‏ معزولة تماما . بالتعویض عن ۷۲۶۷۸ في العادلة ( 1 بمؤثر 
٠‏ ا ا 2 بالاشارة الى نقاط الأرتكاز › > تصبح المعادلة 
( 5.4.1 ) معاد لة لابلاس الفروقية :002/0120 Laplacian diference‏ 


u, + u — 4u; = 0. (5.4.2)‏ + ييه + Ua‏ 
وبجعل 2 - = ۸ ودرجات الحرارة على حد ود الصفيحة كما هي معطاة في الشكل ( 5.12 


وبترقيم نقاط الأرتكازكما في الشكل تؤدي الماد لة ( 2 )ال منظومة ست معادلاات 
خطية : 


(+) انظر العادلات التفاضلية ص .243 


10 





u 5,000 20 0,0 000 5,000 



































0 0 0 0 0 
) ٥-۲۱ شکل ر‎ 
Point u1 u2 u3 U4 us U6 4 
1 4 | 11-1 — 10,000 _ 
2 2 —4 1 سس‎ 10,000 ( ) 
3 1 4 1 1 0 
4 1 2 -4 1 ۱ 0 
5 1 -4 1 1 0 
6 1 2 4 0 























منظومة المعاد لات الخطية 
وجذ ورها مق مقيمة بطريقة كاوس سه6 وهی 
;1875 = ييه ;5268 = u‏ ;4286 = وه 
u4 = 2500; us = 714; us = 982.‏ 
ان معاد لات لابلاس قد تم حلها بالمعاودة أيضاً ( البند 1.12 ) بحل العادلة ر 5.4.2 ) 
لقيمة فل 


3 


(b) 


Uj = (Ua + ونه‎ + u, 3+ U1), (5.4.3) 


4۹ 





























ومنها يتبين ان درجة الحرارة عند ۸ تساوي مترسط درجات الحرارة في النقاط الجاورة 
الأربعة المتعامدة معها من المشبك . وانطلاقا من أية قيم متوقعة لد رجة الحرارة في نقاط 
الأرتكاز ثم التوسيط ر أخذ معدل ) التوالي لدرجة الحرارة في كل أربعة نقاط متعامدة » . 
يمكن الحصول على القيم المعاودة :0 بكل سهولة . ولغرض الحصول على التمام سريع 


Table 5.3 





جدول ( ۳-ه ) 
لعملية العاردة ۰ والتي تعرف بطريقة ( Licbmann‏ ( في هذه الحالة بالذات . يكون من 
الضروري الأنطلاق بقيم ابتداء جيدة . وتقتني القيم الجيدة عادة بواسطة مشبك حجم 
فتحاته اكبر . وهكذا باستعمال 1/2 - ۸ ) تصبح قيمة الأبتداء في مركز الصفيحة 
با معاد لة )5.4.3( 


u4” = 2)10,000 + 0 + 0 + 0) = 2,500. 


وبوجود قيمة في المركز يمكننا الآن اقتناء قيم النقاط 1ء5 بأخذ معدل النقاط الأربع 
المجاورة قطريا ووتريا لها . حيث أن اوتاد مشبك مربع هي الاخری مشبك مربع . كما 
أن المؤثر ۳۶ هولامتغیر ر 107310:14 ) بالنسبة الى د وران المحاور الاحداثیات وهكذا .. 


uj” = 010,000 + 2,500 + 0 + 5,000) = 4,375; 
u” = +(0 + 2,500 + 0 + 0( = 25, 


وتقتنی قيم الأبتداء فى النقاط 2 ,3 ,6 بأخذ المعدل للنقاط المجاورة لها في المشبك الاصلى : 
u" = (4,375 + 10,000 + 4,375 + 2,500( = 5812‏ 


uj = 4)0 + 4,375 + 2,500 + 625( = 1875 
4¢” = ‡(625 + 2,500 + 625 + 0( = 8 


0۰ 








وبين الجد ول 5.3 القیم التوالية لدرجة الحرارة المقتناة بطريقة ليبمان والتي تطابق 
الى اخر رفم الحل بطريقة كاوس . 
5 حل معاد لة لابلاس بالارخاء Relaxation‏ 


ان حل معادلة لابلاس 0 - ,۲ ولبالغة الأهمية فى نظرية الجالات 
( الكهرومغناطيسية التوصيل الحراري . المرونة .. الخ ) ميسور الأقتناء بالارخاء أيضاً البند 1.13 


) ٥-٤ ( جدول‎ 









3 5312 


¥ ۲ با 


j 
۳ 


مور و۳ 1875 
هو و35 
ا ¥ 

سرت 
مك 938 E‏ 625 
عقر 40 کے 80 
صو 4 20 8 
ع 982 سل( 1 
سور 714 

1 


ان الباقي ( إود لزه ) :۸ في المؤثراللابلاسي الفروقي ( 5.4.2 ) بسبب قيم بن 
التقريبية 


4u; = Ri,‏ — ريو + u,‏ + ويد + وا 


اه" 


بظهر أن تغيراً مقداره ‏ 87 في قمة الأرتكاز سيقلل ,۸ بمقدار :481 بينما 
يزيد قبمه البواقي المجاورة الأربعة 7 بمقدار :87 . وبهذا فان مؤثر ۳۶ فى الشكل 
5.8 يمثل أيضاً تغير البواقي عند © رثا ,۳ ,ا ر الناتج عن تغير :1 تقد اریز 
واحدة . ويسمى نمط الأرخاء elen pattern‏ تشمل عمليات الارخاء اذك 
مضروبات ) multipliers‏ ) تكاملية صحيحة ومتساوية في كل نقطة ارتكاز ويمكن 
اداؤها دون الأستعانة بآلة حاسبة . 

يبين الجدول 5.4 ارخاء المعادلات (ه) الستة من البند 5.4 وانطلاقاً من قيم 
ابتداء مأخوذة من السطر الأول من الجدول 5.3 .يختزل اكبر متبق بصورة نظامية الى 
صفر في كل خطوة . وحيث أن درجات الحرارة متناظرة حول الحور الوسطي للصفيحة . 
فان ستة نقاط ارتكاز فقط استعملت في الأرخاء . كما ينبغي ملاحظة أنه نتيجة للتناظر 
رشكل 82 ) فان تغيراً مقداره 2۷ عند النقاط ۱ ,3 ,5 سيزيد المتبقيات عند 2 6,4 


بمقدار 25٠.‏ في مسائل من هذا النوع يكون الأرخاء غالباً أسهل وأسرع طريقة للحل . 


+! 


0 (0) 





(b) 
Figure 5.13 شكل‎ 


Yor 


1.1: 


يمكن بكفوء استعمال الارخاء الكتلي 0k relaxation‏ انظرالبند 13 
في حل معادلة لابلاس . ولغرض الحصول على نمط الارخاء الناتج من وحدة تغير في قيمتي 
نقطتي ارتکاز متجاورتين . يضاف نمطا الارخاء الناجمان عن كل تغيركما في الشكل 5.1 
وعطي الشكل 5.۱3 . بالثل . نمط الارخاء لاربع وحدات تغيرفي اربع زوايا متجاورة 
في العين . وبظهر من هذه الاشکال ان انماط الارخاء الكتلي فا معاملات تساوي واحد في 
النقاط الخارحية للمجموعة . ومعاملات تساوي القيمة السالية لعد د الستقیمات التي تصل . 
النقطة الد اخلية بالنقاط الخارجية في جمیع النقاط الداخلية . 


امد 10 
0 / 








وبستحصل في الشکل 4 ارخاء معادلة لابلاس لدالة “ بالشروط الحد ودية 
المعطاة انطلاقاً من قيسم الابتداء .» صفرية . ان مجمل البواقی الابتدائية هو 
0 = 110 + 90 + 50 + 40 1 
يكون مجمزع معامل الارخاء من الشكل 5.130 هو 4 (2-)- 8- لذلك فان تغييرا 
كتليا ابتدائيا (290-) / (8-) ± 36 يد خل على النقاط الداخلية الاربع ثم يتم ارخاء اكبر 
باقي في كل خطوة لاحقة . ويقتني رقمان اضافيان بعد دورتين منفصاتين من تد قيق البواقى 


Yer 








وبعد انتهاء الارخاء على شبكة معينة . قد ينبغي تهذيب الحل في منطقة من المجال . 


ويمكن انجاز هذا باستعمال شبكة ( فتحة مشبك ) بعدها يساوي ۸/2 


3 
5 001 ۳ 
XxX xX B 
1 ی اد‎ ۳ BOUNDARY 
۹ Xx 02 38 
71 4 
0 3 x x 
x ۳ + 
E 00 N 
05 7 3 Xx 


2 کک 0 
و 
E‏ 


شكل (ى١-ه‏ ) 


3 
2 کج 


رم لژ 


شكل ١١-ه)‏ 


في تلك المنطقة من المجال واقتناء م ابتدائية بالمؤثرات القطرية مزل وهكذا لدى 
الحصول عل فيم ٠‏ الدوائر السوداء ٠‏ في الشكل 5.15 . يمكن حساب قيم . الدوائر 
البيضاء . التكميلية والقيم التصالية بالمؤثرات القطرية . في حين تقيم نقاط × بالمؤثرات 
المتصالبة النظامية . ثم يقتني الحل على الشبكة المدرجة الجديدة بفاصلة / فى كل مكان 
مكان فاصلة ۰2 في المنطقة ۱:0 . وبهذا العمل يكون من الضروري فقط ان نلاحظ 
ان تغيرا »۵ في نقاط مثل رز .۸ سيد خل تغييرا في بواقى كلتا الشبکتین . ولذلك 
فان نمط الارخاء في النقاط :ر هوذلك البين في الشكل بإ ٠‏ 

53.6 حل معاد لة بواسات بالارخاء 

Solution of Poissors Equation by ۷۸‏ 
ثمة معادلة اخری اساسية في الفیزیاء الرياضية هى معادلة بواسان 


شش ی ا 
اصن و 


التي تتحکم في الظواهر في الكهرباء . المغناطيسية . المرونة . الخ .. وهي ميسورة الحل 
بالارخاء وستطبق هنا على مسالة في ا مرونة . 

خذ غشاء ۱۳۳۲۸6 قابل للانتناء تماما یماگ ااام ممتد بالتساوي 
على فتحة افقية مربعة ضلعها رم . طفيف الانجراف defection‏ ای على او اسفل ) 
تحت تار ضغط ثابت 27 ( الشكل 7 ) اجعل دم يكون الشد «0ندہ٠‏ الثابت لكل 
وحدة طول في الغشاء . : هوالاحدائی فوق مستوی الفتحة الذي بزخذ كمستوى ٠.‏ 





وه" 





ان القوى المؤثرة على عنصر رل دل من الغشاء هي (1) الضغط dz dy‏ 2 ,(2) محصلة الشد 5 . 
العامل على الضلعين رل ,(3) حصلة الشد العامل على الضلعین 02 : ویعتبر وزن الغشاء تافها 
( قابلا للاهمال ) . بافتراض انحد ار الغشاء في كل مكان صغير جدا ر الشكل 5.18 ) فان 
محصلة الشد 5, الشاقولية العاملة على الضلعين ر من العنصر تساوي 

daz dy.‏ 8 = (نه يي + 8 + ره هد 
وبالثل . فان محصلة الشد على الضلعين برل تساوي 


0 ب 02 0 dz‏ 
1 لاظى = س سس ۸ ی 0 8ات 
dz ۳ + 2731 0 ) 5 7 dz dy.‏ كر + 3 3 
وعليه فان المعادلة التفاضلية لتوازن «داءطناندوه الغشاء فى اتجاه 2 تؤول . بعد 
dx‏ 


ESSER AG 








شکل ( ٩-۱۸‏ ) 
القسمة على رل رن و الى 
5.6.1 -2 827 ر 0*2 
1 5 5 ۳ 2 - تيوق 


وهي معادلة بواسان وفیها 8/م- = (رارت) ثابتا .ان الشروط الحدودية تتطلب کون 


( 5.6.2( على الحدود 0= 2 
للحصل على حل عددي لمسالة الغشاء بصيغة لابعدية لعحهنعدمصسنة non-‏ 
اجعل 
2 
568( همه سم رون راغ دم 


۲۵٦ 





في المعادلتين (5.6.1) (5.6.2) 


024 


+ L201 


52 ١ 7 
a 9 4 م‎ |+§=o; 


21 
على الحدود 0= ه > 


0 |ام ے م ةر 8*2 
L0‏ 


وهكذا نجد ان الدالة 4 هي حل مسألة القيم الحدودية 
a‏ 0¢ و02 
Ez 38 Er +1 =0;‏ 


%(0,n) = («,1)ه‎ = (E,0) = (E,1) = 0. 


(5.6.4) . 


لفرض تحويل أولى المعاد لتين (5.6.4) الى معادلة فروقية باستعمال مشبك مربع ذوفتحة 
1/۸ = ۸ تضرب حدود المعادلة بالكية 1/۰ = ۰۶ ثم تعوض جزيئات الشکل وو 
عن 2۷2 فان العادلات الفروقية 


Û = 0, (5.6.5(‏ + بهة - بو رن + ون + من 
مجتمعة مع الشروط الحدودية (5.6.4) . هى العادلات العددية لمسألة الغشاء. حال 
يتم الحصول على قيم ۵ ۰ يمكن حساب انحرافات الغشاء بواسطة العادلة (5.6.3). 
انطلاقا من 2 = م ر الشكل 08 وحيث ان 0 = ه على الحد ود تعطى العا د لة (5.6.5) 
4p +} =‏ — 0+ 0+0+0 


او0.0625 = ,۵ 3 = « ( الشكل 5.190 ) تعطي المعادلة (5.6.5) 
0 = + + ,هه - ره + ره + 0+ 0 
او 0.0556 = رم 
وباستعمال 6 = ۸ تعطي المعادلة (5.6.5) التي ضربت جميع حدودها بالمقدار 104 


Yo 
م ۱۷۸ الطرق العد د ية في الهند سة‎ 

















) ٩-۱۹ ( شكل‎ 


لتجنب الكسور العشرية . 
)5.6.6( 0 = 278 ۷۲ ره سايق + ره + o‏ + وق 


0۸ 


ونتيجة للتناظر . فان ثمن الغشاء لستة قيم ب فقط ينبغي اخذها بنظر الاعتباركما هو موضح 
في الشكل 5.190 ونتيجة للتناظرايضا فان المتغيرات 817 في البواقى بسبب تغير 1 = 84 فى 
قيمة ۵ لها القيم البينة في الجدول 5.5 ۱ 



































ل 
6 5 4 3 2 1< 

Qi 

i=1| -4 0 | +1 0_0 0‏ 
1+ | 0 ود | 4- | 0 21 
1+ | 0 0 4- | 2+ | 4+ |3 
0 | 1+ | 4- | 0 0 0 4 
و | 4- | ود | 0 2+ | 0 5 
4ه | 1+ 1 0 1+ | 0 0 6 

جد ول 5.5 


وقد حسم حسبت قم © الابتدائية بالاستكمال بصرياً من قيم 625 = روه10حیث 2 = , 
ومن 556 = ,“10 حيث3 = « وتظهر هذه القيم في الشكل 0 سوية مع قيم 


البواقي المناظرة . 
کدع 


20 600 | 30 650 






) ٥-۲۰ ( شكل‎ 


۲9۹ 





























ان جدول الارخاء 5.6 يعطي . اولاً قيم 4 لرقمين حسبت بالبواقي المدورة 
rounded-off‏ ( بختصر اکبر باقي في کل خطوة بالارخاء الفرط overrelaxation‏ 
أساسا ) ثم يحسب رقمان آخران بارخاء التبقیات نتيجة قيم 4 ذات الرقمیس ( ومرة آخری 
پستعمل أساسا الأرخاء الفرط ) . 

ونحسب انحرافات الغشاء الفعلية من قیم م في الجدول 5.6 والمعادلة( 5.6.3 ) 


3 7 
کر بر 
1 
> مر 
5-7 کم 
4 

مو 


3 


۱ 
¢ X* 


o 
بت‎ 





جدول (8-5) 


5.7 الی ارن 
Elastic Torsion ١‏ 
لقد تم في نظرية المرونة” البرهنة على أن الاجهاد المماسي tangential stress‏ 
قضيب موشوري ملوي ثابت القطع . يؤخذ حوره كاحدائي ,. یسکن التعبير عند بدلالة 
مشتقات دالة لي ب بالعادلات . 


۶ انظرمثلا ( تیموشنکوو ج.ن .کودیر ) نظرية المرونة . شركة مکروهیل . نیویورك 1951 الصفحة 258 ومایلیها. 


۳۹۰ 














_ لاوم‎ - ۷۰ 5.7.1 
Tyg = (G0 EL Ty = G0 2 (5.7. 0 


وتمثل 7۶2 rz,‏ 7 هنا مركبات Ta‏ فى انجاه :1 على التوالي G‏ معامل القص 0۰ زاوية 
الیرم لكل وحدة طول . إا لدالة ۷ تحفق بمعادلة بواسان . 


(5.7.2) 0 - 2 + ۷۶۷ 
والشروط الحدودية 
(5.7:3) 0 - ۷ 


اذا کان مقطع القضيب صلدا 
ويعبر عن عزم الى مسوم ,31 . الذي يسبب الاجهادين في العادلة (5.7.1) 
بدلالة س بالعادلة التالية : 


M, = 209 [ [۷ dz dy, (5.7.4(‏ 
حيث التكامل الثاني يمتد ليشمل على مقطع القضيب . 


ود این الاجهاد الاقصی . عددیا : في قضیب موشوري مربع القطع اضلاعه را 
موازية لاحدائي درا عندما يعمل على القضیب بعزم لي ,ينتج اجهادا ضمن حدود الرونة 
( انسلا مناجوام ).للحصول على حل عددي بصيغة لا بعدية . خذ الاصل عند احد 
زوايا القطع ودع في المعاد لتين (5.7.2) , (5.7.8) 


p(n) = و‎ (zt): 
)5.7.5( 


3 4, 

= r; 7 رآ‎ 

حيث نحصل بهذه الطريقة على مسألة © الحدودية . 
معو 8*9 _ر 90 

E ار‎ )5.7.0( 


۵)0,( = («,1)ه‎ = ۵)8,0( = (E,1) = 0. 


ان مقارنة المعادلة ( 5.7.6 ) بالمعادلة ( 4 )ه تبرهن على ان دالة الل اللابعدي ۾ 
في هذا البند توفي بنفس مسألة القيم الحدودية كتلك للانحراف اللا بعدي 4 لغشاء فى 
البند ( 5.6 ) . وباستثناء العامل 2 في العادلة. وحیث ان المعاد لتين التفاضليتين ( 5.6.4 ) 


۳۹۱ 


و( 5.7.6 ) هما خطيتان . يكون حلهما متناسبا طرديا مع الثابت . ولذلك فان قيم دالة 
اللي اللابعدي © في المعادلة ( 5.7.6 ) هي ضعف قيم انحراف الغشاء ه في الجدول 
( 5.6 ) وبعبارة اخرى فان انحراف الغشاء هو نظير 07210926 لدالة الى . 

يبين الجدول 5.7 قيم دالة اللي اللابعدي م › المأخوذة منحل مسألة الغشاء فى الجدول 
6 وباستعمال 6 = ۸ : 





Point 1 2 3 


1304 1181 1443 ې 104۰ 


Point 4 5 6 
10* ۰ ۵ 529 ۱ 730 555 
) 8-۷ ( جدول‎ 


وتأخذ الاجهادات [العادلة(5.7.1)] وعزم اللي [المعادلة (5.7.4) ] عند التعبير عنها بدلالة ۵ 
[ العادلة (5.7.5) ۲ الشکل التالي 


9. - ۰ 
Ta. = GOL 327 Ty: = —GOL 13 )5.7.7( 
1], = 2GOL‘ | © و0 غ0‎ = 20974۲, )5.7.8( 


وتظهر ان مركبتي الاجهاد تتناسبان طردياً مع انحراف الغشاء © في اتجاهي بر ,را وان عزم اللي 
يتناسب طرديا مع احجم 7 تحت الغشاء © . 


وبصورة خاصة . تقع النهاية العظمى للاجهاد في نقطة الوسط 4 من ضلع المقطع 
( شکل5.17) 
[ral = GOL ۳ / )5.7.9(‏ 


ويمكن الحصول على قيمة النهاية العظمىللانحدار 30/34 عند ۸ بمفكوك الفروق 
الامامية للمشتق الاول من العاد لة(2.5.4). باستعمال فروق قيم 4 في الجدول 5.7,‡ = ۸ 
وبين الب ول 


۱۹۲ 





















































0 5 ه4‎ Ap 434 Ap | Ap | هد‎ 

0 0 855 | 6 96 -64 1010 

1 855 449 | -810 | 9 -04 | 0 

2 1304 | +189 | -278 | -9 -4 

3 1443 -139 | -810 | 960 

4 1304 | 9 -00 

5 855 | -5 

1 0 6 
إا ا اسر ۱ 
جدول ( ۵-۸ ) 


8 فروق © الامامية المتوالية على طول المحور الوسطي للمقطع . وبواسطة هذا الجدول 
تعطى المعادلة (2.5.4) 
ٍِ 07 
,660 = [(64-)1 - )96(‡ + (406-)2 - 1855 7 رعق 


سر | سرا 


ولذ لك بالعادلة (5.7.9) مع تذکر العامل *10الستعمل‌في الجدول5.7. 
وتختلف القيمة أعلاه بمقدار 1.7 بالائة عن القيمة 0.675601 التى حصل علیها 
«تیمو شنکو » باستعمال مفكوك متسلسلة أسية power series‏ © *, 

ويقتتي عزم اللي .1 الناظر بتقييم التکامل الزدوج في العادلة ( 5.7.8 ) باستعمال 
قانون سمبسون الثلثي . باستعمال الوثر ,8 من الشکل 5.7 مرة واحدة عند 1 ۰ آربع 
مرات عند . واربع مرات عند 4 ( الشكل 5.196 ) . باستعمال مزثر الشكل 5.8 


| | stm - gly (4 181 + 4-4-1304 + 16 1443 


[وو5 ۰ 16 + )780 + 780 + 0 + 400 + 1181 + 0 + 0 + 4]0 + 

+ 410 + 0 + 1181 + 1181 + 4(0 + 780 + 780 + 1304) + 10 ۰ 855|} 

ولذ لك .685.8 = 
(a)‏ ,0137200۸ = ,]۰10۹00 685.8 2۰ = ,]1 


وهذه القيمة اصغر بمقدار 2.42 بالمائة من تلك التى اقتناها ١‏ تيموشنكو » من متسلسلة 
رأسية . 


Timoshenko P. 7 


۳ 



































8 حل مسألة في اللي اللدن بالارخاء 


Solution of a Problem in Plastic Torsion by Relaxation 


ان حل مسألة اللي عددياً لاجهادات اکبر من حد المرونة . أي ضمن مدى اللدونة 
يقتنى بسهولة بواسطة تناظر الغشاء ) membrane analogy‏ ( في القسم السابق . 
ولهذا الغرض . بلاحظ أن حل مسألة اللي الرن بالفروق المحد ودة والأرخاء هونظیرلاستبدال 
الغشاء المتصل اجه بشبكة مرنة . ثم تحمل الشبكة عند العقد ( 20065 ) التي 
تقابل الأرتكاز . وتحتوي معاد لة البواقي المناظرة للمعاد لة (5.7.6) 


(5.8.1) 3 + (هه — به + ,¢ + وه + Ri: = (Qa‏ 


على حد داخل قوسين يتناسب طردياً مع محصلة الشد في الأسلاك الأربعة الملتقية عند 
العقدة ز كما تحتوي على الحد ب والتناسب طردياً مع الحمل المسلط . ولذا فإن الفضلة 
تمثل القوة غير المتوازنة ( ماهس ) عند العقدة 1 . والتي يجب أن تتلاشى لغرض 


الا تزا: . equilibrium‏ 


لفرض أن مادة القضیب اللوي‌تتصرف بمرونة حتی القيمة 7۰ من آجهاد القص 
r ) shear stress (‏ ثم بلدونة فيما بعد ذ لك . أن أي زياد ة فى الأستطالة ( «نهداه ( + 
فيما وراء المرن الأقصى + . أي زيادة البرم ۵ عن حد البرم ,6 . لن تزيد الأجهاد 
القصي عن ,+ ( الشكل 5.21 ) . ش 





مادة مرنة - لدنة شکل  8-19١‏ ) 


٤ 


فإذا أطلق ,17 عا لى قيمة عزم اللي الذي يسبب أجهادا ۰" في نقاط الوسط ۸ من الحافة 
( الشكل 5.22 ) حيث الأجهاد أقصاه . فان زيادة عزم اللي عن 310 تسبب اختراق 
الأجهاد اللدن 70 للمقطع . بحيث يكون الأجهاد في بعض الناطق اللدنة حول النقاط 
مساویا 7۰ في كل مکان . من السهل ی بالاستعانة بتناظر الغشاء . حینما 
بزداد عزم اللي 11 فان نظير ۸1 . أي حجم الغشاء ۲ . يزداد أيضاً بسب ازد ياد الضغط 
۶ فينتفخ الغشاء ويزداد انحداره . تصورسقفا زجاجيا ذوانحدارثابت 70 . يناظر الأجهاد 
الأقصى 70 موضوعا فوق الغشاء . بينما ينفتح الغشاء . سيمس السقف . ابتداء من 
التقاط 4 وبازدياد الضغط م . ينبسط التماس بين الغشاء والسقف على مناطق ١‏ لدنة ؛ 
أوسع فاوسع كما هو مبين في الشكل 5.22 ov E‏ 
للدی اللدن - یماس الخشاء مع السقف في كل مكان ويكون له شكل هرم . 





















































الناطق اللدنة في اللي شکل ر ۵-۲۲ ) 


0 












































من الواضح الآن . أنه بينما يكون الحمل الخارجي م في الناطق المرنة موازنا بالشد 5 
فى الغشاء . فإن اية قوة غير موازنة في الناطق اللدنة توازن تلقائيا برد فعل السقت . 
۲ ان ملاحظة . ساوتویل Southwell ( ٠‏ ) هذه تعطي طريقة بسيطة لحل مسألة 
اللى المرن - اللدن . 
دعا تفترض أن الاتتحرافاك اللابعدية © للفشاء كما حسبت. العداوك (57) 
تناظر قيم ,4 للبرم . وانه لهذا السیب . یکون ‏ انحدار « السطح 6 عند 4 مناظر 
للاجهاد اللدن 0+ وبتقريب الانحدارات بالفروق الاولی . يجب أن يؤخذ الثابت 
للسقف اللدن مساويا الكمية 855 التي هي رفع الغشاء عند نقطة الأرتكاز.مقسما على 
1 = ۾ (الشكل 5.19٠‏ ) . وعند ثذ یکون ارتفاع نقاط السقف مساویا 5 للنقاط 
4 ,5 ,6 ومساويا 855 2= 1710 النقاط 3,2 ومساويا 855 3= 2565 النقطة 


( الشكل 5.23 ) . 


ر( درم 





























ارتفاعات السطح اللدنة شكل ( 9-۲۳ ) 


۲۹۹ 




















من ناحية اخرى . حيث ان 7 تناسب طرديا مع 0 بالمعادلة (3.79) ان وصل 
البرم قيمة ما . ولتكن ,1.50 . وکانت الادة لاتزال تتصرگ بمرونة . فان ارتفاعات 
الغشاء ستكون مرة ونصف بقدر الارتفاعات المحسوبة في الجدود 5.7 وتكون ها القيم 
المعطاة في الشكل 5.21 رحیئما تكون الابعاد الصادية في الشكل 3.21 اکبر من 
مقابلها في الشكل 524 فان السقف سیمنع ازاحة displacement‏ 
الغشاء . ولذا يتوحب خفض الغشاء الى مستوى السقف عند النقاط 2 ,3 ,5 ,نا بواسطة 
الازاحات السالبة في الجدود 5.9 . وتقيم البواقي الناتجة عن هذه الازاحات بواسطة 
لمعادلة (5.8.1) وتظهر في الجدول 5.10 تذكر ان البواقي تمثل فری غير موازنة 
وملاحظة ان البواقى الموجبة قوى غير موازنة اتجاهها ای اعلى بعاد ها السقف . لذلك فان 
البواقي الموجبة تهمل ویتم ارخاء البواقي السالبة فقط في كل خطوة . وقد انجر الارخاء في 





(e) l282 0 ر‎ 




















۳۹۷ 











Table 9 






Point 











0 - 855 
427 — [ 1 حت 


1710 - ۵ 
= 606 





1710 - 1771 
= -01 


Displacement 









الحدول 5.11 الذي بين الارتفاعات الجديدة للغشاء الى ثلاثة ارقام “اك الارتفاع عند 


النقطة ن 


Table 5.10 
Lowering of Membrane to Roof 


لا |0 


1771 ]1170 
8- | انا 
1710 855 


1 
356 
م 
د 
> 
> 
تا 





- 7 832 - ۷864 














جد ول 


الناظر للاجهاد اللدن هو 855 كما ان المنطقة اللد نة تمتد الى نقاط بين 6 , 3 وین 4 ,5 


2 
1710 [ 8 











6 3 1 
855 [ +832 1710 | +435 2164 | 94 

0 ~15 - 71 
855 707 1585 0 174: 0 





۱ ۲۹۸ 





























وبين الجدول 5.12 نفس الحسابات لبرم 


0 2 1.750 


. هنا تمتد المنطقة 


اللدنة ثانية بين النقاط 6 وبين 5,4 غير ان حد ود ها اقرب الى النقاص 1.6 من الحالة 
6 -.وةت.! ويعطى الشكل 5.25 المناطق اللدنة المقابلة الى ۵ = م1.50 والى ۵ = 1.7500 


Table 2 


Relaxation of Negative Residuals (4, = 1.7500) 


۱ 


1710 | 6 


زا 
0 1524 
1 3 
88 | 2525 933+ | 1710 
fl - 70 ِ‏ 
0 | 19440 1 | ۱70۵ 


جدول ( ۵-۱۲ 


4 
هن | 855 
182“ 
0 208 





855 | +1 
0 
855 600.8 


855 | +972 


55 | 8 





"58 






























































شكل ( ۵-۲۵) 


اصبح مكنا الآن حساب تکامز "1 للدالة المرنة - اللدنة © باستعمال قانوت سمب 


النلشم (الند ا5۹ ) عند ,0 = 1.500 نحصل على ع 779.1 
رعند .4 = 1.7500 نحصل على حجو S10.3 = TF,‏ 


ولغرض الحصوت على عزمي اللى القابلین ,/1. ../1. نعرض في المعادلة ‏ (37.8) 


قمة 00 العطاة بالمعادلة (5.7.9) 


2 
شش رگ 2 Tnx‏ ا 20۲۵/۱۱ = رقمل 
EY, (5.8.2;‏ 7 01 1 
ax‏ 08 


۳۷۰ 








وحیت ان 


Tmax 7 0 and 2 as = ۷‏ 
للحالتين المرنة واللدنة . تككون النسبة 
3 1 ۱ ۱0۵ 
ثابت const.‏ = ۱رد عدأ 32 Tal‏ 





وهكذا فان عزوم الي المرية واللدات تناسب طرديا مع 1 


MM Fı T1 Eve 
ها ای‎ for = 15 
I To 0858 ۱ و‎ 

Js _ Ts 8103 1g for E ع‎ 153 


A To فص‎ 0 


ویعطی الشكل 5.26 خطا بانيا لتغير ,1/3۲ مع ,0/06 كحالتين 


(broken line)‏ 0 8000 فا 


Em 1/0 


— 6636 (continuous line), 


الخط المتقطع 
06 _ |4| 
۳ 


۱ الخط التواصل‎ E 


اج 











5 1.50 00 0 
العزم وعبرم في اللي اللدن نقطع مربع شکل (۵-۲۹) 


وام 


۷١ 





وتمثل الحالة الثانية قيمة ادق للانحدار عند 4. اخحذت من الجد ول 5.8 وهومبين 

فى الشكل . ان العلاقة بين عزم اللي وبين البرم هي غير خطية في المدى اللدان ن كما ان 
التقريب العدد ي للانحدار عند الحدود يؤث ركثيرا على النتائج ۱ 
5.9 اهتزاز الأغشية ۵ Membrane‏ 

ان الاسلوب انستعمل فى القسم السابق لحل مسالة الي قد يستعمل لحل مسائل الاهتزار 
الثناثية البعد 


تقتنى المعادلة التفاضلية للاهتزاز الحر لغشاء باضافة قوى الاستمرارية يو« | 


معادلة التوازن ر 5.0.1 ) حيث تمثل :”7 كتلة الغشاء لكل وحدة مساحة . وبجعل الضغط 
الخارجي 2 مساويا الصفر 
032 7 0 0 


)5.9.1( 20 ور 


6 


ولايجاد الترددات الطبيعية natural frequencies w‏ للغشاء . يفترض 
ان الدالة (zy,‏ تمثل اهتزازا توافقيا harmonic vibration‏ 
(r = Z(r,y) sin wt (a)‏ 


وتعرض في المعادلة (5.9.1) حيث تصبح بعد القسمة عل sin wt‏ 


07 037 ر‎ mw? , 
27 1 EJ Tog ع‎ 0 


8 )5.9.2( 


ولحل المسألة بصيغة لابعدية ولغشاء مربع ضلعه ما مسند على حد ود مسطحة . 7 ل 
التحويلات المؤلوفة 


1= ود دنر یلو‎ (b) 
على المعادلة (5.9.2) حيث تصبح‎ 
0 0 
درو و‎ + ۸2 20 )5.9.3( 
حيث‎ 
عر« ام‎ 
ا‎ (5.9.4) 


۳۷ 


ومن ثم تحول العادلة (5.9.3) الى معادلة فروقية بمؤثر الشكل, 5.30 «باستعمال 
h? = ۰‏ 


)5.9.5( .0= :2 )4 5 2 + 7,4 +72 د ,7 


وتتطلب الشروط على الحدود كون 
(5.9.0) 0 - 2 على الحدود 


لقيم «-3,2 ر للشکل 78 , 9 5.27) تعطی العادلة (5.9.5) 


)19%+ > ع) 16 ع و1 0 - .4)2 - n= 2( (E‏ 


n= 8( 2ı +0 + 2, +0 +) - 4) 2-0 Ks = 18 
(e = +9%) 


وتكو ن العادلة المحددة د10 هددوه اdeterminanta‏ لقيمة 4 = * (شكل 5.27٥‏ ) 


14 


2 


0 4 


م /۱۸/ الطرق العددية في الهند سة VY‏ 

















شكل 9-۲۷ ) 


۳۷ 














وجذ رها الاصغر هو : 
K, = 18.75 (e = +5%).‏ 
وتكون قبم 16 المستوفاة 
extrapolated‏ :(0.1590+) 19.71 ديو ;)0.7%+( 19.60 = وير 
Ka34 = 19.75 (0.051%).‏ 


حيث ان قيمة 6 الصحيحة هي 19.739 


0 نقاط الأرتكاز قرب الحد ود المنحنية 


Pivotal Points Near Curved Boundaries 


في كافة المسائل في البنود السابقة كانت نقاط الارتكاز داخل مجالات مستطيلة الشكل 
وعلى حدود ها تقع على ارکان 5موم«مهء شبك مستطيل كما انها كانت بالنسبة للمحورين 
الاحداثيين »,ر زوجية الفواصل 0 امم« وعند ما يتحدد مجال ذو بعدين 
مغطى بشبكة مستطيلة بمنحنيات بدلا من خطوط مستقيمة > قد لایقع بعض او جميع 
نقاطها الارتكازية الحدية على اركان الشبكة المستطيلة ولذلك فان قوانين خاصة يجب 
استعماها عند نقاط الارتكاز الجاورة للحدود . 


لنتخذ المثال الخاص بمسألة درجة الحرارة المطردة 5]69501-56866 لصفيحة معد نية 

والواردة في الشكل 5.28 ۰ حيث نجد ان الصفيحة مربعة الشكل طول ضلعها 12 وان 
كل من اركانها محاطة باقواس دائرية نصف قطرها - 7 ل 
2 


ان د رجة الحرارة ۷ في الصفيحة تحقق معادلة لابلاس ۳۷-0 (البند 5.4 ) 
وهذه المعادلة يمكن تحویلها الى معادلة الفروق بموجب مزثرالشکل 5.30 فى القاط (1) 
,(2) ,(3) لكن النقطة (4) ليست منتظمة الفواصل بالنسبة لنقاط الارتكاز الجاورة 
حيث بجب ان تعامل بواسطة معادلة خاصة . 


ان معادلة الفروق 0 = ۲۶۷ في النقطة العليا (4) مثلا يمكن الحصول عليها بموجب 
المعادلة (2.2.3) التي تصبح في الحالة التي نحن بصددها على الصورة التالية : 


Ve 





0 1 2 
a = در‎ TT I - (1 + au + ur] + ز()0‎ (a) 
UTM ار‎ 7 4 
oT TT TTA 8 








02200 ۱-00 


شکل ر0-۲۸) 
وبموجب العادلة الناظرة لاتجاه ۷ تصبح 
Bu: + ul + OD; 5‏ + 1) - ها FD‏ ویر = بر 
0( اع لاله دام 





وباضافة العادلة (8) الى (0) فان الژثر ۳ بحصل بالصيغة : 


«(1 + 0801 + (۳۵ = 8(1 + له + 1) - بس(8‎ + ur] 
لون اده بیرق وح زوم السك‎ IO) 


۲۱۸۹ 





والتي وردت ايضا في جزي شكل 5.29 


وفي مسالة شكل 5.28 فان » = م ومزثر شكل 9 يصبح بعد القسمة على 
(» + ) مژثر شكل 5.30 


واذا استعملنا مؤثر شكل ٠‏ في النقاط (2(,)1) ,(3) فاننا نحصل على منظومة 
( مجموعة) من المعادلات الخطية الى :۷ المعطاة في الجدول 5.13 والتى جذورها هى : 


ua = 151.9; ua = 203.7; u4 = 259.3.‏ ;203.7 = ولا 






+O(h) 


(8)1+8 (8+)(ه +)(8+»)- 


۱+ ۵( ۵1۱+ (۷ 





شکل ر ٥-۲۹‏ ) 
المؤثر ۰ للنقاط الزوجية الفراصل 


يفف 


2 
3 a )۱+۵( 








كا ۵-۳۰) 


لزثر الشكل 5.30 خطأ رتبته ‏ بینما مرتبة الشكل 5.30 هى*/ 

ولكي نحصل على اخطاء متوائمة consistent errors‏ خلال المجال فانه 
يمكن التعبير عن ,۲۶ بواسطة مؤثر المعادلة (2.3.6) .غير ان هذا لايغير الارقام الاربع 
الاول في :» في هذا المثال ( انظر المسألة 5.32 ) 


شكل (١8-ه)‏ 




















ان نمط صيغ الفروق المستعملة في هذا البند تستعمل ايضاً في المسائل الشتملة على 
ما يسمى ات المدرجة واه #مموجم ١‏ انظر البند5.5) هذه الشبكات التي تختلف 
احجام عیونها في الناطق الختلفة من الجال . تستعمل عندما تکون الدالة المراد تعبینها 
تتغير بسرعة كبيرة في منطقة ما . حيث ان عبن شبكة اصغر يعطي دقة 2 اکبر عند النقاط التي 


7۸ 




















تحتاج اليها . حيث ان الاسلوب المفصل والخاص بالشبكات المدرجة هو خارج نطاق هذا 
الکتاب فان فى وسع القاريء الرجوع الى كتب South we‏ ولى الابحاث التي تخص هذا 
الوضوع 
1 مؤثر بواسان المحسن فى الحاور الأحدائية التعامدة 
An [Improved Poissonian Operator in‏ 
Cartesian Coordinates‏ 


ان مؤثر الفرق اللابلاسى difference Laplacian operator‏ للشكل 5.3b‏ 
يتأثر بخطأ من المرتبة 5م . وهو( أي مزثر الفرق ) : 
Ve; (5.11.1)‏ = ;42 - ,2 + م2 + ,2 + Hz: = 2a‏ 


3 الخطاً من المرتبة نفسها على مؤثر لابلاس القطري diagonal Laplacian operator‏ 
فى الحاور الاحدائية : و رغ 


)5.11.2( ج270( 2( = ,42 — مه لل مه لد 2u‏ + بیع = Xa;‏ 


للشكل 5.31.سوف يتبين الآن بان المتوافق الخطية الى :11 والى ,2 يمكن ان تصاغ بحيث 
يكون الخطأ فيها من المرتبة 4 . 


وضذه الغاية لناخحذ معاد لة بواسات Poissonian cquation‏ 
(5.11.3) (لارة)] = ۷2۵ 
ثم نعوض عن دعر المؤثر 112 مع الحد الاول من مفکوك الخطا ينتج : 


1 hî 
1,2۷۵ = Hz — 15 (araz + N) = hf, (a) 
. حيث اللحقات‌هنا تدل على المشتقات الجرئية‎ 


وباضافة وطرح ري..24/12(2) الى الطرف الثاني من العادلة (ه)علی ان نلاحظ في ضوء 


المعادلة (5.11.3) ان 
Vf, (b)‏ = ۲۹۵ 


۳۷۹ 





مؤٹر × شکل (۵-۳۱) 


4 4 
hf. (e)‏ = و + NV: = He — 2 vf‏ 
لنتناول مؤثر لابلاس القطري+× والحد الاول من مفكوك خطأ 
44 3 
(ووووة عل +:جع2) 19 + Xe = 2h )2:» + 2n)‏ 


3 44 81 
22) + 2n) + 13 (ttt حل‎ Attn + (روووة‎ — 13 Ein (d) 


وبما ان كلا من المؤثرين ۳۶ ,يب لا متغير 125871826 


بالنسبة لتدوير المحاور الاحدائية فانهما متطابقان سواء اخذناهما بالنسبة الى ,:داوبالنسبة الى 


07 


وان المعادلة (0) يمكن ان تكتب على الصورة التالية وبموجب العادلات (5.11.3) «(ط) 


4 
2f. (e)‏ تت و + 7 — Xa‏ = م22۷2 
وباستعمال التحويل الخطي linear transformation‏ الذي يغير 7 ,ثم الىل ,ت 
5 2 
e+, (f)‏ 42 و ز(و - ع) كك دام 


1۸۰ 


تصبح مشتقات ‏ بالنسبة الى ۶ . ” على الصورة النالية : 
(az + 2y);‏ ا > 2۷ ع ولمع = وم 


2 
وت (ey‏ "و > واایة 1 مومع = وعم 


(2r, عل‎ 2er + 2); 


۳ 24 
2 د 22ry‏ 7 سا = 2m‏ 
روز در 22 ور )2 2 لك ( رادم 2 سل رد 22 از (Rrrrr‏ ]| 7 روجع 


+ (ray 7 2r ۳ e = برعم 22 — میراد‎ FF آ2‎ 
(g) 


(۹5 حت رہ2 س‎ Vf — Eray: 


i 


وبتعويض المعاد له (8) في المعادلة (م) ينتج في النهاية 
9 ۳ 4 4 9 قر - بش .02 
hf (h)‏ کچ - ۷۹۲ © — Xe‏ = مثوثرزو 
باضافة العاد لة (©) بعدضریها في 4 الى المعادلة(ط). فان حد الخطاً في 4ز يحذدف 


ویعبر عن المؤثر ۲۶2 بدلالة قاعدة اللقاط التسعة عمجم nine-point‏ حیت الخطاً 
فيه هو من الرتبة ۸١‏ : 


1 4 
Ghat = (4H + X)e = 6 + 3 Tf. )5.11.4( 
ان المؤثر‎ 
N= 4H +X )5.11.5( 


قد مثل بالشكل 5.32 حي ثكان0 = ۲۲ فان العاد لة (5.11.4) تتبسط ال 


Nz, = RJ (Vf = 0). (5.11.6)‏ ± و۵۷۸ 


وحينما كانت 7-0 فان مؤثر الفرق اللا بلاسي الذي خطأه من المرتبة :1 يصبح : 
)5.11.7( .]20 و al‏ سل (2ar E br‏ + )2 + 2 2 ع ۰) امن تپ 


۸1 


(4م)20م + 





Fig. 5.32. N operator. 


شكل 5.32 
الجدول 5.14 يعطينا حل مسألة المؤثر ۸ معادلة لابلاس الواردة فى البند 5.4 بموجب 
ا معاد لة 5.11.7( والتي ينبغي مقارنتها بالجدول 5.3 لادراك الالتمام السريع مورتچ والاثر 
المسمى بخطأ حجم الشبكة 707 mesh-size lumping‏ الحاصل في الحلول بموجب 
الموثرات المختلفة . 
Table 4‏ 


n u1 و‎ 14 U4 25 146 


4375 5312 1875 2500 625 938 
4312 5412 1805 2486 673 947 
4318 5405 1813 2495 677 951 
4318 5408 1817 2498 679 953 
4320 5409 1818 2500 679 953 
4320 5410 1818 2500 679 953 
4320 5410 1818 2500 679 953 


2 شر WN‏ اجر دن اج 


























جد ول 5.14 
92 المؤثر اللابلاسي في الحاور الأحدافية ( المائلة ) 
The Laplacian Operator in Skew Coordinates‏ 
مؤثرات الفرق في المحاور الاحدائية الديكارتية قد استخدمت جيدا في المسائل الحاوية 
على مجالات مستطيلة . وعندما نجعل الجال متوازي اضلاع فا نه غالبا ما یکون من الابسط 
والأكثر دقة ان نستعمل محاور احدائية فانه في الغالب موازية لأطراف التوازي الاضلاع . 
اي الحاور الاحدائية الائلة 0002:0168 skew‏ 


۳۸۲ 


















P(x,y) = P(u,v) 


Fig. 5.33. 


شكل ( ٥-۴۴۳‏ ) 
فاذا كانت (#,) هي النقطة في الحاور الاحدائية الديكارتية وكانت (ء,») هي النقطة 
في مستوى المحاور الاحداثية المائلة فان العلاقة بين النظامين تكون : 
sin © )6.12.1(‏ م = 1 cos a;‏ و ۲ =u‏ نو 
حيث » هي الزاوية المتممة ؛معصرءامصههء الى زاوية الیل 8 ءاومه تاه فاذا رمزنا الى 
مشتقات ر١‏ بالنسبة الى ,م على التناظر بالرموز السفلية نادار ينتج 
Sin a. (a)‏ = ولا ;0 = Zu = 1; J, = COS a; Yu‏ 
لنأخذ الدالة («»)ء حيث « ,» ترتبطان مع ب رت بالمعادلة (5.12.1) فان المشتقة 


الأول الى 2 بالنسبه الى هن نحصل عليها بموجب قاعدة تفاضل الدوال المركبة 
composite‏ وهي : 


ANS 
L1 


المشيك فى المحا المائلة = 
نت ور شکر 6۵-۳ ۳ 
1 ۸ 


Fr‏ حت »لار2 ۲" مره = يج 


2. = al, ما2‎ = Fy COS يه‎ + 2, sin a. 


الشتقات الثانية تقتني من تربيع المؤثرات ۲ ومن حاصل ضربهما وهي : 


2. حت‎ 2 (b) 
2, = Rag COS a ررع9 حل‎ SIN به‎ COS ۵ + ريج‎ n? «a (6) 
ريج‎ = Ry COS ۵ حل‎ zry SiN > (d) 


وبتعويض المعاد لات (ط) ,(0) في (e)‏ 


رل sin‏ و 3 0 Zu COS‏ — اه cos” a + 2 cos‏ ۷ سالك 


حہ ۳ تکون 2y‏ بد لالة الحدود Zuo‏ ره Zuuy‏ كما بلي : 


۳ ۲ 5 5 5 € تب سسا © 
وله Tu, COS‏ عل COS a‏ ميع2 ع (2u,‏ و 


وبموجب العادلة (۲) يكون المؤثر اللابلاسى فى المحاور المائلة : 
وتؤول المعادلة (5.12.2) الى 
2u. (5.12.2)‏ لا > Bau, COS‏ 7 برع = ۲۷2( (sin‏ 


1۷22 = Zu 4 20۷۰ 


عند ها تكون ۵ = a‏ 


28a اي بالتعابير التى تمثلها هذه الشتقات الواردة في شكل‎ Zuuy ج240‎ Zoo 
: وبموجب رموز الشكل هو ينتج‎ 





)۵-۳۵ ( في انحاور القطبة شكل‎ p2 


۲۳۸ 


زو سل 22 س مخ عد رم ج2 2 بع سل ,22 — رت zy,‏ 
Far — Fr, - Ral + Rol,‏ = م3 

كما باخد المؤئر *؟ صيغة الجزىء الوارد في الشکل 5.35 حيث ۸/۸ = م وقد 
يستعمل مؤثر الشكل 5 متلا في تعيين انحراف المركز س لصفحة مائلة اضلاعها 
ا = ۰ وزاوية ميلها (60 = ») 30 . تستند ببساطة على محيطها ومنتظمة التحميل 
ان المسالة التناظرة تؤول الى تكامل المعاد لتين 

Vw = --( (e) ۰-۰‏ ول = ,۷۶ 
علما بأن شروطها عند الحدود هي 0 = ب :0 - ار وعندما 
"60 = » ,2 = م يصبح مزثر الشکل , 5.35 هو مؤثر الشکل ‏ پوو 
2 = ۸ نحصل عند مركز الصفيحة من اولى المعاد لتين في (م) 


)](-. 0 = b, r ع‎ 1 
باستعمال‎ 





في الحاور الاک .5.37 .ع۴ 





۳۸۵ 


۷ فى المحاور المائلة م = a = 60°, h‏ 


-6 


المعاد لتين في (e)‏ ,007 د 0/6 3 << Mo‏ 30/2 
qa? 4‏ 3 44 6- 
والثانية في (م) “Gp |, = 0.00220 ٩.‏ ™ :30072 


باستعمال4 = «وحل النظام الناظر المؤلف من اربعة معادلات آنية . نجد بأن 
0.00241ga*/ D‏ = 4004 
کما ان استيفاء 1 بعطي ۱ 


,00 - 
سس 0.00248 ,| 


ومن السهل ان نحصل على الژثر ۳۰ في الحاور الاحدانية المائلة في كل دالة عددية حالا 
يكون ۲۶ معلوما . مئال ذلك باستعمال المؤثر 72 للشكل 6 ينتج : 


hive; 5 0 2] (Vea: a, Var 7 V 2d1 4 ۷ (م22‎ + 4(V za ج ۷۹20 !ب‎ Vz, 
+ V2) — 16e], 
5.37 ويصبح ۲۰ هو مؤثر الشكل‎ 
: مؤثر لابلاس في المحاور القطبية‎ 8 


The Laplacian Operator in Polar Coordinates 


نستعمل المحاور القطبية ( شكل 5.388 ) فيما يخص الجالات الد اثرية وتقتني من 
الاحد اثيات الديكارتية من خلال التحويلات . 






P(x,y)=P(م,6)‎ 


المحاور القطبية شكل ( ١-۴۸‏ ) 


۳۷۳۹ 


6 صل م ع نو 0 0۵ مح و 


1 )5.18.1( 
2 


tan‏ =0 رف( + +(e‏ عدم 


ان مشتقات م۵۱ الجزئية بالنسبة الى »,ن ویموجب العاد لات ( 5.13.1 ) هي 


كالاتي : 
ل ۲۳ وس رم 1 
oL E gg O Py 2 2 Cg + (۶ sin 9;‏ حون 
J sin ۵‏ ۱/۳ 
5 و ات اس ما پیت مایت يو 
)2( م ْم ۶( + 1 
a AVE 5 EO,‏ 
م “م 0/2۶ +1 ۲ 
لنأخذ الدالة 


له (6,م)2 حيثفيها كل من 6 دالهة الى :2 من خلال العاد لات 


( 5.13.1 ) . نجد أن مشتقة 2 الجزئية الاولى بالنسبة الى 2 ,ا وبموجب تفاضل الدوال 
المركبة ( composite‏ (8) تتحدد كالاتى : 


sin ۵‏ 
۳ و — 0 COS‏ ,2 = راوع حل 2,0 
م 





2z 
(b) 


cos 6 





وم + 6 sin‏ مم = ,290 ۲ يمره = 2y‏ 


وبتربيع اول معاد لة في (6) نحصل على : 


sin 6‏ هد ۵ sin‏ 6 ووو 2 = ببر2 
۳ 20 8 م 0 06 E‏ 22 


sin 8 cos ۵‏ 8 ل 
مسسسسسلست و 98 





۱ 


sin? @ 








+ #00 


COS? 0 + 2‏ ممم 


۱ 


gin ¢ eos £, (0‏ و2 د 


ونقتني س اما بان تربع العاد لة الثانية من (ط) او ان تغير م الى ۲/2 + 6 أي يحول 
606 الى 0 sin 6 sin‏ الى 0 cos‏ - في المعاد لة (م). وبذ لك نحصل على : 


cos? 6 cos Û sin Û 


cos? 6 
ل‎ 200 7 + 220 











مت + 0 Sin?‏ ممه = يرم 


- 2% cos تب‎ 0 )0( 


vAV 








المشبك فى المحاور القطبية 


شكل ۳۹ -6) 


وباضافة المعاد لة () الى (0) يصبح المؤثر اللابلاسي على الصورة التالية : 
, 2 + ِ ال برع = شن 
) ) .200 م م2 0 مم 


بموجب موثرات الشکل :2.8 ورموز الشکل 5.30 فان مشتقات المعادلة (5.13.2) 
یمکن تقریبها بما يلي : 


1 1 1 
مم#‎ = 13 (aa — 2a; 4 20 و‎ 357 (e — و(‎ 20 = 7 (az, — 22, + 2), 


h= إمك‎ y= ۵0 (5.13.3) 


وبهذ | يتخذ اللابلاسي الصيغة الواردة في (5.40) وعندما تكون المسألة متماثلة حول 
نقطة الاصل . اي ان 2 لاتعتمد على 6 يصبح المؤثر ۲۶ المؤنرالعاد ي الوارد في الشكل 5.41 . 


TAA 


E‏ سمش شم باه ما شیب دش سر کوش تسس مسا 





) ٥-٤۱ ( شکل‎ 


يمكن استعمال مؤثر الشكل 1 لتعيين الانحرافات ( deflections‏ )( م ) 
عند نقاط ارتكاز الغشاء الخلفي الذي نصف قطره الد اخلي = » ونصف قطره الخارجي دمج 
الناتجة من الضغط المنتظم 5 ( شكل 5.42 ) وفي هذه الحالة ويسبب التماثل تؤول المعاد لة 
( 5.6.1 ) التى تحكم انحراف الغشاء الى : 


dw 1 dw 7‏ 
dp Gd $ (۳ (e)‏ 
واذا جعلنا : 
pa“ 1‏ 
(f)‏ م مس سنن و02 = م 
فان معاد له الفرق المناظرة تصبح عل الصورة التالية ۳ 
1 1 1 
)8( بر +g)‏ ) +2 »یلو - د) 
۲۸۹ 


م :19 : الطرق العد دية في الهندسة 


وبتقسيم عرض الغشاء الى اربعة اقسام متساوبة . عرض القسم الواحد يبلغ +7 فان 
المعاد لة ( 8 ) تعطينا : 


22 (وج + 1) + 2 - 0 3 ع م 
2a, + (1 + ۱ (= ۳‏ - و 1 - ۱) و 
16 )8(3 )8(3 
س 0 2 زره ( 7 = 
۾ = ês‏ 22~ 
او وول س عد وعو عل و22 س رم 
پل = وود = وما 


حب غ جذ ور هذا النظام هي 
,0.090 = وم ;0.126 = وج ;0.100 = ,2 


وانحرافات الغشاء المناظرة هي : 


wı = 0.100pa/8; u» = 0م0120‎ wg حت‎ ۰ 


4۰ 


4 المؤثر اللابلاسى فى المحاور الا حداثية الثلشة : 
The Laplacian Operator in Triangular Coordinates‏ 


ان المشيك اللاديكارتي non-Cartesian lattices  )‏ ) الاكثر شيوعا لتغطية 
المجالات ذات الاشكال غير المنتظمة هو المشبك الملنى ر شكل 5.48 ) . اذ ان 
اللابلاسي يمكن التعبير عنه بقيم ارتكاز المشبكة المثلثية باستعمال المحاور الاحدائية اثلية 
triangular coordinates.‏ حيث في هذه المحاور تتعين النقطة : 


1 7 
۳۵ 


OA. 


3 
) ٥-٤۳ ( شكل‎ 


في الستوی بموجب ثلاثة احداثیات هي U‏ ۵ , 9 (شکل 4 ) وحيث بحتفظ 
بنسبة .ریم ,ره او مرس بعين الاحدائیات الثلاثة فان اثنين منها هي اساسية 





۳۹۰ 








افرض ان اتجاه “ بتطابتی مع الحور 7 كما انه افرض ان 8,١‏ هما الزاويتين بين 
۰ وبين «س» على التناظر . وعلیه یکون التحويل من الحاور الد يكارتية الى الحاور 
المثلثية بموجب القاعد تين التالیتین : 
Cos 0‏ سن سل X= u Fr COS a‏ 


(5.14.1) 
زر‎ =r sin a + w sit 3. 


كما ان مشتقات # الجزئية بالنسبة الى ",مه تکون كالاتى : 


ZT, = COS a; Zw = 608 +‏ و1 = ينه 


Yu = sin 8. 2‏ زه Yu = 0; YJ, = sin‏ 
كذلك ان الدالة (ررریم) ٠‏ یمکن اعتبارها دالة الى التغیرات ‏ ۸,۸ ,0 من 
خلال الد وال التوسطة ( ر ره ) العرفة بموجب العادلات ‏ 5.14.1 ) اما مشتقاتها 
فیمکن الحصول علیها بموجب قاعدة تفاضل الد وال الركبة . وهکذا بموجب العاد لات 

(4) یحصل : 


وه عت Ryu‏ ۲ اسه — رون 
Sin a;‏ رخ + 2al, + 2y = 2, COS a‏ = ,2 


COS 8 + 2, sin 8‏ وه = Zyl‏ + ره = رده 


وبتربيع هذه المؤثرات ينتج 


(b)‏ زعم = ممع 
sin? a; (e)‏ ريت + COS a + 22y, Sin a cos a‏ ررم = ورج 
uu = 2z, COS? 8 + 22,, sin 8 cos 8 + 2y, sin? 8. (d)‏ 


وبتعويض العادلة  (‏ ) في اللمعادلات ( ٠‏ ) . (1 ) ثم بحذك بء بين 
المعاد لتين الاخيرتين عند ذ تصبح بره على الصورة التالية : 


COS a cos 8 sin (8 ~ a) — 2,, sin 28 + 2u, sin ۵‏ 2 ريع 
9 = 


2 sin a sin ۵ sin (8 + (ه‎ 


۳۹۲ 








: وعليه وبموجب العاد لة ( 5 ) يحصل‎ 
872 = xa F yy = Ruy FF yy 


_ Su Sin 2(8 — a) — مرج‎ sin 28 + برع‎ Sin 2a 
2 sin a sin 8 sin (8 - (ه‎ : )5.14.2( 


وللشبكة المثاثية التساوية الاضلاع والشائعة الاستعمال 


a = 60°;‏ ¬ 8 ;120° = 8 ;60° = به 


_ حيث‎ 
sin a = sin 8 = sin (8 - a) = sin م2‎ = sin 2(8 — a) 3 
sin 28 = د‎ v3, 
2 
تؤول العاد لة ( 5.14.2 )اف‎ 
V2 = ورج لل ميع)4‎ + un). (5.14.3) 


ويظهر مؤثر الفرق 7۶ الناظر في المحاور الاحدائية المثلثية ذات الاضلاع المتساوية 
( اوسد مي ) المقتنى بموجب المؤثر فى شكل 2.82 مطقا عا , الاتجاهات,-0 0۷-7 فى 
الشكل 5.45 وبتربيع مزثر شکل 45.ن نحصل على المؤثر ۳۰ في الحاور الاحد ائيسة 
المثلثية ذات الاضلاع التساوية العطاة في الشکل 5.46 





۷۶ شکل (ه4-ه) 


۱۹۳ 





فمثلا مؤثر شكل 5.45 يمكن استعماله في تعيين قیم الدالة التوافقية 2 الواردة قيمها تقع 
الحدود المسدسية فى الشكل 5.47 ان الدالة التوافقية تحقق . بالتعريف معادلة لابلاس 
0 = ۷۶2 





شكل ( 2-45 ) ۳۶ في المحاور الاحدائية ذات الأضلاع التساوية 


ولذ لك فان قم 2 عند نقاط الارتکاز في الجال السدسی تحقق مجموعة العادلات 


فى ;0 = ,62 - و42 + و22 )1 at‏ 
في ;0 = 300 + 200 + 200 + يون - ,22 + a (2) zı‏ 
في ,0 = 200 + 100 + 50 + 6es‏ — وم + يه + at (3) eı‏ 
التى جذورها ots are‏ 


.19 ع وج ;180 = وم ;156 = 2ı‏ 
ان 2 يمكن تفسيرها وكانها فم درجة الحرارة داخل صفيحة مسدسة والتى حدودها 


قد احتفظ بها في درجات حرارة شكل 5.47 اوانها احداثيات غشاء لاضغط له مثل الشكل 
7 احدائياته الراسية عند الحدود مدونة. 


44 





2-000 z2200 22100 





22300 2-0 2-100 
شكل 8-۷۱ ) 
ان الصفيحة الائلة التي وردت في البند 5.12 بزاوية ميل angle of skew‏ = 30° 


(60° = ») يمكن تغطيتهاايضا بشبكةمثلثةمتساوية الاضلاع فاذا کانت4 = «مثلا فانه يجب 
۱ استخد ام مؤثر الشكا 7 عند النقاط الاربع من الشكل ( 5.48 ) لكي تحل معاد لت 
۱ بواسان ( » ) البند 3.12 ان حل الانظمة الناظرة " بعطینا انحراف الرکز 


deflection 


central 





(ب) هامش ص م24 


40 























4 
|, — 0.00283 3, 


بينما نجد ان الانحرافات الناتجة من جعل 8 - ,10 = م هي على التوالي : 


4 
| - 0.00260 . 
10 


3 0.00262 5 


D? 
: كما ان قيم الانحرافات المستوفاة هى‎ 


4 4 
= 0.00255 2 = 0. 1. 
38 55 7 58 0.00256 75 


4 
سس 0.00256 = 
7 5080 


وبفرض ان المعامل 0.00256 هوالصحيح نجد انه من المفيد ان نلاحظ انه تم الحصول 
عليه من حل ست عشرة معادلة انية على الاقل بينما نجد ان القيمة الناتجة بموجب المحاور 
المائلة وباستعمال نقطتين .ثم اربع نقاط ارتكاز والاستيفاء . (0.00248) تختلف بمقدار 
ثلاثة فى الائة فقط عنها . 

ان هذه النتائج لتدل على وجوب تغطية كل مجال بشبكة نقاط الارتكاز الاكثر تكيفا 
لحل المسألة كى نضمن الحصول على نتائج ذات كفاءة عددية عالية. 
5 موثر بواسان المحسن فى الحاور الأحدائية المثلثية : 

An [Improved Poissr ian Operator in Triangular Coordinates 


بالامكان الحصول على حل محسن لعادلة بواسان فى المحاور الاحداثية المثلثية بطريقة 
مشابهة لتلك التى استعملت في البند 5.11 


لنأخذ مجموع ثلاثة من الفروق الثائية في الاتجاهات س ,-ه س للدالة ‏ (2)۰,۲ 
كما نأخذ اول حدين من مفكوك مشتقاتها : 
)8( سيت F‏ مه (Buus F‏ چگ + 2u)‏ + بیع + Reus‏ = (و9 + o}‏ + ۵) 
التي بموجب العادلة ( 5.14.8 ) تصبح : 
Zuwww). (b)‏ حك ooo‏ حك Te 3 2 (Zuuuu‏ = 8(2 + 5ن + ۵3) 


۹۹ 





وبتربيع مؤثر المعادلة (5.14.3) 


و نس 23 سل مودو 2 + 22 مد 000000 3 سن © 3 سدع أ 2 V2(V?2)‏ 5 ۷۹2 
يصبح مجموع الشتقات الرابعة غير المختلطة : 


(e) 


Suuuu «و«ووه4 سل‎ 3 www 5 9۷۹ 5 2 (Paid 3 و و2‎ + Pout): 
60°; 8 = 120°; a + 8 = 180°; 
v3 


1 
cos a = زج‎ sin a = ~o; 


0 = 
1 ۲ -_ “3 5 
cos 8 ع‎ 7 sin 8 = ق“‎ (d) 


كذ لك فان المشتقات المختلطة 12601 يمكن الحصول عليها بدلالة المشتقات بالاتجاهين 
۴ كالاتي : 





1 “V3 1 V3. 
و و ۲ 2ح ¬ سے یه و مهاج مه زمه = رم‎ 
1 ذه‎ 1 Ss, 
uv = ں2 زرده و ۲ وو و‎ = - 2 e 1 7 wi 
1 3 
و رد2 + ع 5 م كت‎ 
1 1 3 
uur 7 erse 4 Ferry حك‎ mus 
1 3 9 
ل‎ 7F 10 2 TT 9 Crs TT Ann? 
1 2 
ل 1 3 5250 ۳ سل یه‎ 


ویصیح مجموعها 


2uuvv) 5-5 17‏ + رده 2 4 (sss‏ وگ ليهاو 2 ل ره 2 + 00 


وبموجب العادلة ( ») تؤول الى 


2 1 حت مومس 2 + 20 مد‎ 54 e 2 د‎ 22 (e) 


۹۷ 


وبالتعويض عن العادلة ( » ) في المعادلة ( ٠١‏ ) نحصل على 
(5.15.1( ۵ - و( + ۵ + A: = (o‏ 


ان معادلة بواسان الواجب حلها : 
f‏ = ۲۷2۵ 


یی 
لوف 
ا 
GUT‏ 
تم 

ی 


تعطينا المعاد لتين : 
vz = ۰ ES E, (f)‏ 
حيث تصبح ا معاد لة الاولى بموجب المعادلة (5.15.1) 
5.15.3( را + ال = )82 + 82 + (ê‏ 
ان لمعادلة الفرق البواسانية المحسنة هذه خط من المرتبة ».۸ وتحتوي على نفس نقاط 
ارتكاز مؤثر الشكل 5.45 .ويعتبر هذا التحسين . لذلك تعميماً لاسلوب نسومیسروف 


NoumCrOov 


ولاجل تقييم تاثیر الصحیح ۲۶ في المعادلةر 99 نأخذ الصفيحة 
المسدسة الشكل المسندة بساطة والتي طول ضلعها © وهي تحت تاثير تقل منتظم 4 . وتحقق 
المعاد لتين ره )ور ) من البند 5.12 فاذا جعلنا ۸ = ۾ وسمينا ,100,71 للعزم والانحراف 
عند مركز الصفيحة نحصل بدون التصحيح على 


00 دع a* )- Mo‏ 5 = ,]01 - 
4 4 ۱ 0 3 
.1 و 2 هو ا ج 
7 000253 = | :)1 ( ر = 60 


وبالمثل اذا كانت ۸/۵ = م واعتبرنا ,۷ م العزم والانحراف عند نقاط الارتكاز الستة التي 
تقع حول المركز نحصل بدون تصحيح على : 


9 5/7 
) 2 = ,6 — ,]61 (-) ا = ,]۸ + 4001- . 


۳۹۸ 


والتي منها 


Alo م0208‎ j; Mı, = 0.146qa?, 


ولذ لك يكون 
2 3 
:)8 0.146 ( ( = س + وتا 
2 3 
)5$ 0.208 ( 10 و 
والتي منها ينتج : 
4 ۱ 
(h)‏ 00356 = 3 


ان استيفاء2/ بين (8) و (۸) يعطينا : 
ê. (0)‏ 0.0266 = م 


وعند استعمال التصحيح مع ۾ = ۸ نحصل على 


;0.250 = 10 :0 = ۲۵/0 عندما ود د و[ for‏ 
4 = 9 0- ) (6-) 5-7 = ۷*۴ عند ما 5 - = ول for‏ 
(j)‏ .9 0.0469 = 2 ۲ )5 )2 5 + 97 0 )1 رزوت 
با مغل عندما يكون RS‏ 
Mı = 0.146qa?;‏ 0.20868 = و۸11 
Vf = 5‏ :5 = و۲۷ 
0( .5 0.0323 =| 


۳۹۹ 








ان استيفاء*,ابين (ز) و (۸) يعطي : 
qa’‏ زا = 4 
)7 0.013 ,|“ 


ان الفرق بين مس . س هو 33 بالمائة عند ماه =۸ وهو عشرة بالمائة عندما2/» = ۸ کما ان 
الفرق بين القيمتين المستوفاة ۱:0۱:۸۱ هو خمسة عشر بالمائة . 


6 مسائل سريان الحرارة العارض ( المعادلات التفاضلية الجزئية المكافئة ) 


Transient Heat-flow Problems (Parabolic Partial 
DUJerential Equations) 


المسألة الزمنية - الفضائية الاحادية البعد : سريان الحرارة فى قضيب 
[Aj ONE-DIMENSIONAL SrACE TIME PROULEM: TIENT FLOW IN A BAR‏ 
سخن قضیب ذ و مقطع ثابت طوله 7 . وسطحه الجانبی معزول الى درجة حرارة ٠‏ ثم 
برد بعزل طرف القضيب في 0 = زحفظ لطرف عند[ = :في د رجةحرارة قدرها و 
درجة . يطلب تحدید تغیردرجة الحرارة مع الزمن لجمیع نقاط القضیب أي لكافة 
ان ا معاد لة التفاضلية التي تتحقق بد رجة الحرارة u(t)‏ عند نقطة ما مغل 2 من القضیب 
فى وقت 1 . هى على الشاكلة التالية. 


dx” dt i< 0 


حيث × هونابت الانتشارية الحرارية في القضيب ) thermal diffusivity of the bar‏ 


اع 


7 (5.16.2) 


علما بان م هي التوصيل الحراري تالجم thermal‏ وإكث م هى الحرارة 
النوعية وان ۶ كثافة الكتلة رلکل وحدة من وحد ات الحجوم ) القضیب . وفضلا عن ذ لك 
فان درجة الحرارة يجب ان تحقق الشروط الحد ودية الثالية : 

*»)0,/( = 0; (5.16.4) 

u(L,t) = a, (5.16.3)‏ 
ري انظر مثلا العادلات التفاضلية بند 11.6 


Poo 








والشرط الاولي : 


ty. )5.16.5(‏ = )۷ 
العادلات (5.10.3) ,(5.16.1) الى (5.16.5) تؤلف مسألة قيم حدية زمنية فضائية 
احادية البعد . وتتسم هذه المسألة بانها من طراز حاص من القيم الحدية للمتغير الفضائى ومن 


طراز القيم الاولية لمتغير الزمن . 
ومن المناسب ان يعالج مثل هذه المسألة بصيغة لابعدیة nondimensional form‏ 
باستعمال التحويل التالى : 
(3.10.6) للضم 0 كو ۳۹ 
وبعد اسقاط ( الخطوط ) في التغیرات تصبح مسالة القیم الحدودية : 
O On 0 > <1‏ 
(5.10.7) و دم @ ترق 
;0 = ).0(.“ 
E (5.16.8(‏ 
.1 = (,)۷ 


ومن الافضل ان يناقش تكامل هذا النمط من المسائل باعتبار الحل كائنا فى المستوى 
الزمني الفضائي الکون من المتغيرين المستقلين ‏ ,., 


لناخذ شريحة لانهائية كما في شكل بد والمعرفة بالحد ود0 < 1.7 كابر > 0 كما ناخذ 
ايضا وبقيم الد الة المعرفه عند «بحد ود بالشروط الحد ودية الواردة في العا د لات (5.16.8)- 


تصبح المسألة واحدة پنشر فیها الحل . انطلاقا من القيمة 1 عند0 = ؛ ومن القيم الحدية 
عند الحد ود0 = ,1 = #تنتشرباتجاه الاحد اي / عند جميع النقاط :د في المستوى )رس . 


وبتذ بذ ب باتجاه المحور في جميع النقط في المستوی ات ولذ لك تصبح المسألة عبارة عن 
تعيين انتشار حل مفتوح النهاية ‘open-ended solution‏ في الستوی عل عكس حل 
معاد لة ناقصة ذا«ناا» التي هي معرفة في مجال مغلق . ان الفروق مناسبة في حل هذا النمط 
من المسائل لنأخذ شبكة مستطيلة الشكل في الستوی 24 حيث تعرف الكمية » على أنها 
درجة الحرارة في النقطة:” = في‌الوقت زا = 


۵)0,( = © (أرا)نا‎ = o 


U(x,0) =| 


شكل ٤٩(‏ - ه) 
لنجعل من اصل الشبكة 2 = مو في الفضاء م = د وبالنسبة الى الزمن (شكل 53.50 ) 
باستعمال مؤثر الفرق المركزي من المرتبة:,/ في احد اي الفضاء وباستعمال مؤثر الفرق الامامي 
الاوك [(0)۸ = »] في احد اي الزمن . ۱ 


و1 وه 2 = : 
Fit, (5.16.9(‏ 0 فا رين 
E )5.16.10(‏ ج 


تصبح العاد لة (5.16.7) معاد لة الفرق التالية : 
(5.16.11( و[ ¬ میرم = رو F‏ و2 - رروبنلا 
(5.16.12) ...حيث ور = 


نشتق معاد لة المواترة التي تسمح بتعيين د رجة الحرارة عند النقطة:» = :د في الزمن, ,را = ؛ 
من المعادلة (5.16.11) وذلك بحلها بالنسبة الى الكمية ررر 
(5.10.13) 1 لك 201 1( حك QUir1,j‏ = ولا 
ان المعادلة (5.16.13) تسمح بایجاد قيمة ,بر بدلالة درجات الحرارة عند 
النقاط ‏ ده بت ت في الزمن را 


۳۰ 
































1 
۱ 2 0 1 
۳۳ 
1 ا+ز لا 
© + 
Ui ۰ Ui ۰ U ۰‏ ۰ 1 ۰ الا 
,1+2 1 رخاتي ااه j‏ ,۱ ا 221 ی 
1 زلا رز ابول نا Uf e,‏ 
i+, [=| 7 i+2,[-1‏ ا - زرا ا -ز,ا-! 
ا 2- زرالا | 
| ۵۲2 
١‏ 9 
شيكة الفرق الحدودق Finite difference grid.‏ شکل (۵۰-و) 


وفي الحالة الخاصة عندما ژٍ = »فان درجة الحرارة ر لايحتاج اليها استخراح 
قيمة 1بر ونبسط معادلة المواترة recurrence equation‏ الى : 


ug = Duma; F i-1]. (5.16.14) 


امعادلة (5.16.14) يتبين ان درجة الحرارة ریز في الزمن ربا يمكن ايجاد قيمتها 
بتوسيط 2۳۸۵8۵ درجات الحرارة عند النقاط المحيطة 1+ ررد فى الزمن السابق 


0 
لنفرض ان القضيب في منالنا الحاضر مغطى بشبكة في المستوى الزمني الفضائي بحيثان 
h =3}. (5.16.15(‏ | 1 عدن 





ان الشكل (5.51) يوضح تمديد الحل في المستوى /,:: 
ان شروط الحد ود المعزولة عند0 = «یتطلب ان تتلاشی مله هناك أي : 


at 1= 0, (5.16.16(‏ 0 - 10-1 ين 

2h 
: تكون‎ Pr اongation‎ formula ومن هذه فان صيغة التمد ید‎ 
ULL = 1-1 (5.16.17( 


ان الشروط الحد ودية تكون درجة الحرارة صفرا اد خلت عند الحد ود1 ك والقيمة 
الاولية لدرجة الحرارة 1 = (0,): ادخلت في النقاط 0 = م رو = نم 




















ان عدم الاتصال لاندت‌نادهءونة . في النقطة(1,0) من المستوى 2:4 والواقعة بين 
القيمةالحد ود بة 2-0 اوبين القيمة الاولیة1-<». حعلت اختياريا مساوية متوسط درجة الحرارة 


1 


°2 


28 
1-4 
1-58 


t=/2 
4-36 
(3+ز)‎ 


1-۸4 
(j+2) 


t= ۵ 
(j+1) 





1 2 باه‎ 
iL X =0 + X= X= 
(i-1) (i) (i+) (i +2) 


.}= اب = 3 = Fig. 5.5l. u; for a‏ 
النتائج مبينة في الشكل (5.51) لغاية الزمن ‡ =۲ .كما ان نتائج ممائلة اقتنيت باستعمال شبكة 
اكثر دقة مع الاحتفاظ تکون3 = »أي 





(5.16.18( بحم h =1}: k=‏ 47 < به 
موضحة في الشكل 5,2 

ومن المهم ملاحظة انه بالامكان استعمال استیفاء*:آفي مثل هذه المسالة. ولنسبة::/ :| =» 
ثابتة فان خطوة الزمن 1 متناسبة مع:, ولذ لك فان الخطأ (0)۸یکون (*:)0 . وعليه يمكن 
استعمال استیفاء۸ فی أية نقطة :»= » فى المستوى الزمني الفضائي التي عند ها تعرف درجة 
الحرارة من خلال تقريبين مختلفتين بناظران » نفسها لحساب النتائج . 

ان شرط كون التقريبات المتتالية للد الة المعنية تتزايد أوتتناقص برتابة monotonically‏ 

لايزال سارياً 1 


۳4 




































ه | ۱4۱۵ ] 26۱۱ | 3404 | 3693 |3404 1-۳ 
و 1.5301 2809.] دوود. | 3988, 00 
0 | ۱650 ]| 3059 | 3988. | 4326 7 
و | ۱92 | ۱.330۱ ۱4326 4668 55 
0ه | 1934 | 3584 | 4668 | 5068 e‏ 
و | 2099. | 3867. | 5068 | 5469 e‏ 
و | 2266 | 4199. | 5469. | 5938 19 
46١ 0‏ | ۰453۱ | 5938 | 6406. 0 
0 6 | 4922. | 6406. | 6953. | ۱.6406 ل 
0 !289 | 5315 | 53و | 7500 E‏ 
0 | ۱3۱25 و57 | 7500 | 8125 0 و 
0 | و343. | 6250 | ۱.6۱25 8750 ا 
و | 3750 | 6875 | 8750 0 | س 
0 | 4375 | 7500 | 575و 9375 ۱ سم 
o0‏ | ۱.5000 8750. | 1.000 1.000 3 
I000 ۱ 7500| O‏ 1.000 | 32 
و//ا |1000 . t= 0 | 1000 |1 1O00‏ 

X=-4 Xx=0 X= x= x= «=| x 

Fig. 5.52. uy for a = $, 3 د‎ 1, kb = gy. 
) ۵-۲۵ شكل ر‎ 
نأخذ درجة الحرارة عند‎  h?-extrapolation كمثال على استعمال استيفاء‎ 


النقطة (1,5) في المستوى الزمني الفضائي . 
اذ من الشكلين ,5.52 ,5.51 نجد ان : 


;0.2500 ج 104 


8 
إل 
سوم 
- 

| 


۰ 1 1 
1 27 





(4, - 0.261 1. 


8 

1 
سرد 
سے 

۱ 
سح 


0 





م /3١/‏ الطرق العددية فى الهندسة 


باستعمال المعاملات اللازمةالاستيفاء-72الواردة فى الجد ول 2 . نحجد اك درجة الحرارة 
الستوفاة تتعين بما باتی 
004 = )0.330.250 - )1.3333(0.2611 = ۳ را 
ان السؤال البالغ الاهمية عن استقرار الحل العد د ي لمسائل الانتشار propagation‏ 
الناتجة من المعاد لات التفاضلية الجرئية المكافئة مهتوم سوف نتناوله فى البند 5.17 
وسيجد القارىء فى ذ للك البند اسلوبا لتتعين قيم » التى لايتباعد الحل العد دي باستعمالهما. 
[ط] المسألة الزمنية - الفضائية الأحادية البعد : 
۰ 1 ]ده :10-13110310341 
سریان الحرارة فى صفيحة :۳۲,۸۲۲ HEAT FLOW IN A‏ 
صفيحة مربعة الشکل طول ضلعها , . درجة حرارتها في البد اية صفر . رفعت درجة 
حرارة ضلعین متقابلین بینهما فجأة الى ١‏ بینما احتفظ بد رجة حرارة الضلعين الاخرین عند 
الصفر رشکل 5.53 ) والطلوب تعيين تغيرد رجة الحرارة مع الزمن لنقاط تقع د اخل الصفيحة 






































العاد لة التفاضلية التي تحقق بدرجة الحرارة 7,1,0 في نقطة ما 2,7 في الصفيحة 
فى الزمن ۸ هي المعاد لة الثنائية البعد المرادفة للمعاد لة (5.10.1) وهي على الصورة التالية 


024 , du du 
K و‎ DE 7E 1۳ E (5.16.19; 


وفضلا عن ذلك فان درجة الحرارة يجب ان تحقق الشروط الحد ودية التالية : 
u(z,L,t) = 0, (5.16.20)‏ = ار u(Lyy,t) = uo;‏ = (أرلا,0)ل 
والشرط الاول التالي 
4(z,y,0) = 0 (5.16.21)‏ 
ان المسألة التي نحن بصد د ها ممكنة الحل باستعمال الفروق المحد ود قدم»070 ۹:2 )601 
وبطريقة ممائلة للطريقة التي استعملت في حل المسألة لزمنية الوحيدة البعد اي 
وردت في هذا البند من قبل باتباع اقتراح من Schmidt Bender‏ تغطي الصفيحة المربعة 
بشبكة مربعة ذات بعد /,1 = م وفترة زمنية قدرها ۸ = ادر( شكل 5.53 ) وباستعمال 
الرمز ٠:‏ درجة الحرارة عند النقطة ; + في الزمن ,م = + وباستعمال مؤثر الفرق المركزي 
للشكل 5.30 بدلا عن برد ومؤثر الفرق الامامي من الشكل ( 2.58 ) بدلا من المشتقة 
du/dt‏ تصبح المعاد لة (5.16.19) على الصورة التالية : 


اه و ی ۱ : Ua;‏ 
(tir1 — 4:), (5.16.292)‏ 7 ع ريبع — aj‏ ل رما رها iF‏ 
علما بان : 


a 
چ‎ 





(5.16.23( ا = به 


تشتق معاد لة المواترة التي تسمح بتعيين درجة الحرارة في النقطة 7 في الزمن با من 
المعاد لة ( 5.16.22 ) ولذ لك لحلها بالنسبة الى برا : 


ijt = alla; ۳ حك وهلا‎ Ur; F ur) + (1 — ارم‎ (5.16.24) 


وعلى غرارمافعلناه في حالة البعد الواحد . يمكن تحقيق قدرا کبیرا من التبسيط باختيار 
قيمة ! بحيث تكون *‡ = K)/۸‏ -- ب بمعنى ان : 


(5.16.25) 





0 هامش ص ووو 


۳۰۷ 


وفى هذه الحال تؤول المعادلة (5.16.24) الى الصيغة التالية : - 
Ur; + 1,3). (5.16.26(‏ 1 و10 + (Ua;‏ = وبرلا 


ان درجة الحرارة عند النقطة 7 في الزمن t41‏ تصبح عبارة عن متوسط درجات 
الحرارة في نقاط الارتكاز الاربعة المجاورة في الزمن السابق ر . وكما هومبين بالمعادلة 
( 5.16.25 ) لتحسين تعيين قيم درجة الحرارة مع الزمن . الذي يتطلب تصغير قيمة ۸ . 
يستلزم تصغيرا في قيمة ۸ وعليه حصول زيادة في عدد نقاط الارتكاز . بحيث بتطلب 
الحصول على درجات حرارة دقيقة لقيم صغيرة من / مشبكا دقيقا . 


الصفيحة المربعة في المثال الحالي غطيت بشبكة حجم عينها 1/4 وعليه فان قيمة الفترة 
الزمنية * تكون : 


ان درجة الحرارة عند الاضلاع التقابلة .1 = = ,0 = *« قد فرضت مسامية 10,000 


89 = « اد بده 















































© y=L/2 @ م رن‎ 2 
n = 1: 0 6250 0ه‎ n = t/k u 5000 o0 
۱ = 
0 0 6242 _ 19 0 0 4990 19 
1 2500 6240 ۱ 18 1 0 4985 18 
2 3750 6235 | 7 2 1250 | 0 17 
وه‎ 4375 | 6230 | 16 3 2500 | 0 16 
| 4 5000 | 0 15 4 3125 | 0 15 
5 5312 60 14 || 5 3750 | 1 14 
6 5625 | 1 18 6 | 4062 | 1 13 
7 5781 6171 12 7 4375 ۱ 2 12 
8 5937 | 6132 | 11 | | 8 4531 | 4848 | 11 
9 6015 | 6093 | 10 | | 9 | 4687 | 4705 | _ 10 . 
اا دم« ا‎ n = t/k 
) ٩-۱٩ شکل‎ 



























































ان قيم درجات الحرارة المتتالية عند نقاط الارتكاز المد ونة في الجد ول ( 5.15 ) وهي 
تخص بربع الصفيحة جرى حسابها باخذ العد لات المتتالية وفقا للمعاد لة ( 6 )مع 
ملاحظة ان توزيع درجة الحرارة : هوتوزيع متماثل حول كل من 1,/2- 2 ١‏ 1/2 = ل وهنا 

ينبغي العلم بان قیم درجة الحرارة الواردة في الجدول ( 5.15 ) تقرأ بالتحرك نحو الاسفل 
4 577 = ,ثم الى الاعلى فيما يلي ذ لك .ان آخرقيمة من قيم د رجة الحرارة التي تناظر e‏ ={ 
هي قيمة قيمة الحالة الطردة ( مادامبل‌جها: ) حيث جری حسابها بطريقة الارخاء 
وباستعمال طرق البند 5.5 . 


الجد ول يوضح الحقيقة التي فحواها بان التعيين الصحيح لتغييردرجة الحرارة بعد 0 = ) 
مباشرة يتطلب استعمال عين اوه بالغة الدقة . اما المسائل بتوصيل الحرارة الزمنية - 
الفضائية الثلاثي البعد بتوصيل الحرارة الزمنية ا فانه يمكن حلها بتمديد الطرق 
التي استعملت في الثالین اباق وباستعمال مؤثر ثلائی - الابعاد اي 7۰۷ واستعمال مؤثر 
الفرق الامامي في الزمن . فانه یمکن 9 عل ا المواترة recurrence‏ 
لد رجة الحرارة عند النقطة 7 في الزمن ‏ :+/ ومنها يمكن حساب توزیع درجة الحرارة في 
الجسم 











7 استقرار الحل العددي لعادلة التوصيل الحراري احادية البعد 
( المعاد لات المكافتية ) 
Stability of the Numerical Solution of the One- dimensional‏ 
Heat Conuuccton Equatiuru (Parabolic Equations,‏ 
ان استقرار الحل العد د ي للمعاد لات التفاضلية الجزئية من النوع المكافىء يتقرر بتعيير 
المد ى في قيم النسبة (») التي يكون فيها الحل غيرمتباعد . مثال ذ لك فى مسألة البند( 5.16) 
تبقى عن القيمة النهائية للنسبة 6/8 = » التي تضمحل لها درجة الحرارة في حل الفروق 
الحد ودة فى النهاية . 
ان مسألة القیم الحدودية تحت الدراسة توضح بصيغة معادلة الفرق على الصورة التالية : 
(5.17.1) زرا در = وصيلة ۲" irl; - Ugg‏ 
و۷41 ك ولا 
ux, = 0 (5.11.2;‏ 
(5.17.3) ,1 = ,هلا 
حيث N‏ = 1/۸ هي عد د اللقسیمات بالاتجاه 2 


ولغرض التبسيط تنقل نقطة الاصل للمحور الاحد اني : فتجعلها عند نهاية القضیب 
وبحتفظ بها في درجة حرارة = صفر. 
باستعمال التحویل (5.17.4) بو سس 1 = ارو 
لذا مسألة القيم الحد ودية الاصلية تتخذ الصورة التالية : 


جح م سا 1 
[i41 5-5 Uil; (5.17.5(‏ 0 = و,و-نلا سإ Ui+1,j 7 2Ui;‏ 


o,j = 0; 
(5.17.6( 


UN-—1,j = UN+1,j; 


Ui,o = 1. (5.17.7) 


ان معاد لة الفرق ( 5.17.5 ) هي معاد لة خطية ذات »عاملات ثابتة يمكن حلها بطريقة 
فصل التغيرات [ انظر مثلا التحليل العددي لكيزروكونز ص 328 مكروهيل او التحليل 
الهند سي تأليف کراند ل ص 350 للناشر نفسه] . 


۳۹۰ 





بجعل (5.17.8( 1۳:7 = ui;‏ 
في المعادلة ( 5.17.5 ) نحصل على العاد لة 


۳ ¬ 9۸ + ۳ | Tem Tg 


- 5.17.4 
XxX 7 1 )5.17.9( 


حيث < ابت اختياري . لان كلا من طرفي العاد لة ( 5.17.9 ) دالة فقط لتغير 
مستقل واحد هما »,ا . ان حل العاد لتين التفاضليتين الاعتياد يتين الباتجتین من العاد لة 


(5.17.9) 
)5.17.10( ور مت 3 5 3 یگ 
)5.17.11( ,0 = 77( - ]) ¬ وبر1 
قد تم بموجب الطرق التي شرحت في البند 3.13 وهما على التوالي : 
X; = Cı sin Yi  )و‎ cos Yî; (5.17.12)‏ 
(5.17.13( 4( - 1) = ر1 
)5.17.14( 3 ا 


وبادخال ;7,:* في شروط العادلة ( 5.17.6 ) نحصل على : 
(5.17.15( ;0= و60 :0 ع uj =0 . Xo‏ 


ادك = وبرلا دی UN FUN‏ 


)5.17.16( 
sin (WN — Dy = sin (N + 1). 


ان متطلبات العادلة ( 5.17.16 ) تتحقق اذا اتخذت 7 القيم المتقطعة 





(5.17.17) بر > Sn‏ 1) و بسد درو 


وبحل المعادلة ( 14 517 ) للمتغير ( وباستعمال المعادلة (5.17.17) نحصل عل . 


5 


(5.17.18( ك ومع - 0 ی 1 = ا(۸ - 1 


۳ 





ان الحل الاكثر عمومية المحقق معاد لة الفرق [ العادلة (5.17.5) ] وللشروط الحدودية 
لعادلة (5.17.6) بجمع الحلول الفردية ريه individual solutions‏ لكل قيمة من 


قيم م۷ 


(2n — 1 sin (@n — Uri (5.17.19( 


N 
اله وا‎ o. [1 - 2|1 — COs oy 27 


حيث يجب تقنین فیم العاملات ,0 من الشرط الأول للمعادلة (5.17.7) وبملاحظة 
ان العبارة التالية : 


ER (2n - 1(7 
م„‎ = 1 2a ۲ COS | (5.17.20) 


تظهر في كل حد من حدود متسلسلة المعادلة (5.17.19) يتبين ان استقرار الحل يتم 
السيطرة عليه بقيم الدالة ,6 التي هي دائما اقل من ١‏ حيث نلاحظ بان الحدود من النمط 
التي تظهر في المعادلة (5.17.20) تلعب نفس الدور في الاسيات السالبة في الزمن + في 
الحل التحليلي لسربان الحرارة التي تحل بنقل المتغيرات »اذا كانت 0 < ,€ .فان الحل 
يضمحل باطراد اما اذا كان الحل الذي تتعاقب فيه الحدود موجبة مرة غير ان المتسلسلات 
تضم حل في نهاية الطاف‌مرضیا فان قيمة ,0 التي تقل عن1 - فان التسلسلات سوف تذ بذدب 
متزايدة في السعة لن نام وعليه فان قيمة .© النهاية لغرض الاستقرار هسي 1 
اذا كانت شروط السألة الاولية ” الناظر الى ,© ءواذا كان اخطاء التسدوير العشوائيية 
random round-off errors‏ في الحل العددي تثير هذا النوال في الحالات التى قيمة 
0 = ,0 نظريا فان الحل العددي سوف يتباعد لقيم ,© < 1- 


ان القيمة النهائية 6 التي تجعل الحد الذي رتبته 7 مستقرا يتعين بحل المعادلة 
(5.17.20) عندما 1- = ,6 


1 


)5.17.21( س = بيه 


2N 


وللحصول على الاستقرار لجميع قيم 7 التي تنحصر بين الواحد وبين 77 فان قيمة » 


1۲ 








التي استعملت في التکامل العددي يجب ان تكون اصغر من اصغر قيم ” ۰ ولنسمها 17 
1 


(5.17.22) سس كد ویو 


7 
جرج 005 + 1 


وبا مئل لكي نضمن الاضمحلال الثابت للحد رتبته ‏ من الحل فان قيمة .© النهائية 
يجب ان تكون صفرا ولذ لك يكون 


5 1 


)5.17.23( = 
۳ 2 
27 
ولكي نصف الاضمحلال الثابت للحد كله فانه يجب ان تکون اصغر من اصغر قیم 


2 اي اصغر من ہت 
1 
7 
cos‏ 1 0( 2 


الجدول 5.16 يشتمل على فیم مه وبخ باعتبار کل منهما دالة الى ۷ قيمة ۰ ۶ = » 
التي استعملت في البند 8 وذلك حيث تکون قيمة2 = زوز ٠:‏ اتعطى حلا 
مستقرا غیر أن معذ يد عبد 


= برق 





= jan. (5.17.24 


) 6۵-۱٩ ( جدول‎ 











ان استقرار مسألة سريان الحرارة في الفضاء الثنائي والثلائي الابعاد يمكن تجريبه 
بوسائل مماثلة تماما لا سبق . 


۳۱۳ 














8 مسألة الوتر الهتز ( المعادلات التفاضلية الجزئية الزائدية ) 


The Fibralting String Problem (Hyperbolic Partial 
Differential Equations) 


E‏ للانخناء تجاه طول 1 بين نقطتین تابتتين في مستو افقی ( شكل 
ا ۹ وقد اعطي الوتر ازاحة راسية اولية (t,0) = f(r)‏ ثم اطلق من 
حالة السكون في الزمن 0 = / مع الاحتفاظ بنهايته ثابتتين . الطلوب تعيين الانحراف 
,70۸ _ لاية نقطة من نقاط الوترفي اي زمن 0 = / عندما تكمن ذبذ بات الوتر صغيرة. 

العاد لة التفاضلية التي تحقق الانحراف (,۷62 عند اية نقطة ± تقع على الوتر 
فى اي زمن / يمكن التعبير عنها كالاتي * 


0 02 
لنة ے د 


ETE 25.18.1; 
dr dt (5 / | 
حيتت‎ 
a = ۶ (5.18.2) 


تد ل على سرعة انتشار الامواج في الوتركما ان () ۶ تدل على الشدالمؤترعل 
نهايتي الوتر کي يكون متوترا وان (2/18.2ممم 5) م هي كتلة وحدة الطول من الوتر. 





S * 
رون‎ EEE SESE EEE! 
) ٥-٥4 شكل ر(‎ 


وفضلا عن ذلك فان الانحراف (,)ر يجب ان بحقق الشروط الحدودية. 





(») هاش ص 265 


15م 


4(0, = 0; (5.18.3) 


y(L,) = 0, (5.18.4( 
7)2,0( = f(z); (5.18.5( 
yı(,0) = 0. (5.18.6( 


ان المعاد له ر 1 ) الزائدية مع الشروط الحد ودية والشروط الاولية للمعادلات 
( 5.18.3 ۰( 5.18.6 ) تؤلف مسألة قیم حدودية زمنية - فضائية احادية البعد . 
انها من نمط القيم الحدودية للمتغير الفضائي نمط القيم الاولية للمتغير الزمني . 


وكما في حالة المعاد لات التناقصية والمكافئة فان الفروق المحد ودة يمكن استعمالها في 
حل المعاد لات الزائد ية .لاغذ شبكة مستطيلة الشكل في الستوی اه واجعل ‏ زيل 
هو الانحراف عند النقطة :2 = نو فى الوقت = كذ لك اجعل فاصلة المشبك 
Ax = 7 grid spacing‏ الفضاء و )داد في الزمن . باستعمال 
مؤثرات الفرق المركزية من المرتبة 2,2 في الفضاء والزمن على التوالسي . 


رو F‏ ولا 7 رربو _ OY‏ 
(5.18.7) 1 و ب وو 
F Yi; 1 (5.18.8(‏ و2 7 Yii+1‏ 2 0 


0 k2 
المعاد لة (5.18.1) سيؤول الى معاد لة الفرق النالىة‎ 


1 
Ying > 2Y; PF Yiu; = 73 [Yi - ولا + و20‎ = 0, (5.18.9) 


(5.18.10( ور عد ۵۳ 


معاد له الواترق recurrence formula‏ التي تسمح بتعيين الازاحة عند ب» = » في الزمن 
دبرا = / قد اشتقت من العاد لة (5.18.9) وذ لك نحلها بد لالة 1+ز:ل 


(5.18.11) ليون — ayi;‏ = 201 + [ر ون حك Yi = yea;‏ 
من الواضح ان تبسيط المعادلة (5.18.11) يحصل بجعل بى = 1 
(5.18.12) .ولا = Y1]‏ + زربلا = وبولا 


۳۱۵ 








وبجعل فاصلة نقاط الارتكاز بالاتجاه ٠‏ كالاتى : 
h= 7 (5.18.13)‏ 


تصبح الشروط الحدودية والاولية للمعادلات من رو ورن دحتى (5.18.0) بصبغة 
الفرق الحدودة کالاتی ۱ 


Yo; = 0; (5.18.14) 
Jx. = 0; (5.18.15( 
Jin = وول‎ (5.18.16) 
Ji1 3 Yi -1. (18.17) 


معاد لة الانطلاق بتعويض المعادلة (5.15.17) فى المعادلة (5.18.12) عندما 


1 1, 1 5 ١ 
i 5خ‎ (Ura حك‎ J10) = ن‎ hE JED (5.18.18) 
(5.18.16) ان المعادلة (5.18.192) مع قاعدة الانطلاق . والعاد لات‎ 


ر5.18.18) والشروط الحدودية للمعاد لات (2.18.11) (5.18.15) 3 
بتعيين الازاحات 477 مثال ذلك : بح 


اذا علم :نا لجميع نقاط الارتكاز في الزمن ‏ 0 - زرا فان 
الكميات ۷:۰ تحسب بموجب المعادلة (5.18.12) حيث ان القيمتين عند النهايتين 
وهما دون ,۰ تتعینان بموجب العاد لتين  )5.18.14(‏ ۰ (5.18.15) 
وهكذا بصورة عامة فان ابتداء من اي وقت , = ١‏ حيث كل من القيمتين 
ا ۷-1 تكونا معلومتين فان القيمة ‏ ۷1 يمكن حسابها وذ لك بالاشتغال 
الى الامام في الوقت مستعملين معاد لة المواترة (5.18.12) 


ان هذا الاسلوب يمثل حلا ينتشرالى الخارج في الزمن خلال منطقة مفتوحة . تتحدد 
ب 0ح صم رم < 1 منطلقا من الشروط الاولية للمسألة ر انظر شكل 0 ٠.)‏ 








(*R.) Courant, K. Friedrichs, and H. Lewy, “Uber die partieller Differenzen- 
gleichugen der mathematischen Physik,” Math. Ann. 100, 32-74 (1928). 
1 The analytical solution of the problem is given by 


۳۹ 


ان كوارنت ٥)٥۲‏ وفرد ریش :۱:60:16 وليوى :1.003 قد درسوا استقرار حل 
الفروق المحد ودة لهد ه المسألة وبينوا ان الاستقرار يعتمد على النسبة » ووفق الطريقة التالية. 
5 )اذا كانت 1 < » فان تقريب الفروق المحدودة غير مستقر وعدم الاستقرار يزداد 
عنفا بزيادة قیم » . 


رب) اذا كانت1 = »فان تقريب الفروق المحدودة يكون مستقرا. وفضلا عن ذلك فان 
نتائج هذا التقريب مطابقة لكل مسألة متطابقة مع حل مسألة القيم الحد ودية التصلة 
یز حل السألة التخليلي بتعين بالعاد لة اللي علما بان ١‏ الدالة التي تظهر في 
شروط المعادلة (5.18.53) الاولية ] 


Mfr + al) + f(z — ab),‏ = اردان 


(ج) اذاكانت 1 > » فان تقريب الفروق الحدودة مستقر غير ان ن دقة الحل تتناقص بتناقص 
قيمة 0 


ومن المفيد ان نلاحظ اننا نحصل على حل ج باحکام rigorously correct‏ 
عندما 1 = » . بينما يبقى الحل مستقرا الا انه يتناقص فى الدقة كلما صفرت قيم.» . 


ان مسألة الدقة برتبط مباشرة بنظرية المميزات 016180108 لوطه اه لومم 'للمعاد لات 
الزائد بة. 


من المکن الاثبات بصورة عامة . على ان الدقة الثل ۷ decreases‏ 
نحصل عليها من الفروق الحدودة عندما تکون ممیزات حل الفروق الحدودة متطابقة مع 
مميزات حل المعادلة التفاضلية الجزئية الزائد ية .ان حقيقة الحصول على حل دقیق من 
الفروق المحدودة للمسألة ( الواردة في السؤال ) تتبع من خاصية فريدة لمعادلة الموجبة وهي 
ان ممیزاتها اه - ۾ ,اه + ۾ هي حطوط مستقيمة . اما بالنسية الى المعادلات الزائدية العقدة 
التي لها بوجه عام مميزات منحنية فان الدقة ال نحصل على استعمال احداثيات انحنائية 
والتي تناظرباقرب مايمكن المیزات الانحنائية للمعادلات التفاضلية الجزئية بدلا من استعمال 
المحاور المتعامدة الثابتة من النوع الذي استعمل في هذه المسألة. 


۳۱۷ 


وفي مسائل عملية عديدة وجد انه من الملاثم استعمال اقواس الیزات المنحنية کمحاور 
احدائية فى شبكة الفروق المحدودة للمنظومة الزائد بة. 
انظر متلا * 


8. H. Crandall, Engineering Analysis, McGraw-Hill Book 
Company, Ine., New York, 1956, pp. 358-365 and p. 396 f. 


9 مسألة فيم حد ودية حاوية على »92 


A Boundary Value Problem Involving 
ان مسألة القيم الحدودية للانحرافات (2 ) التي تخص صفيحة مربعة الشكل طول‎ 
: ضلعها ( ۾ ) مثبتة من جميع اطرافها تتعين بالمعادلة التالية‎ 


نب 30 E1 dw‏ 01 عه 4 
(5.19.1) عند الحدود 0 - w=‏ زا w=‏ 


حيث 4 يساوي الحمل لكل وحدقمساحة من الصفيحة 


Bhi ی‎ 


سمك الصفيحة = h‏ 


معامل يونك ونسبة بواسان على التوالي لمادة الصفيحة = « ,2 
اتجاه العمود على الحدود = م 
المسألة (5.19.1) تؤول الى صيغة لابعدية باستعمال التحويل التالي : 


م 
way) = 177 E), (4)‏ زهو د رن fa;‏ = 
وهذه تعطى : 
on the boundary, (5.19.2)‏ 0 م 1 = ۷۹۵ 
عند الحدود 


حيث اخحذ ۷ بالنسبة الى ۶ ,1 


۳۹۸ 


ان الحل العددي للمسألة (5.19.2) ينتج بالتعويض عن ٠٠١‏ بمؤثر الفرق المركزي 
للشكل 0 ذي الشبكة المربعة الذي عينه > ۱/۸ 


ان الشروط الحدودية بموجب العادلة ر 4.1.1 ) تنص على ان قیم 2 عند نقاط 
الارتكاز خارج الحدود مباشرة تساوي قیم ‏ عند النقاط الكائنة داخل الحدود مباشرة 


وعلى نفس العمود واذا ابتدننا بجعل 2 = «( شكل 5 ) فان المعاد لة (5.19.2) تعطى 
ماياتي ۱ 


بو = 202 + 8-0 - 200 + زر + ب + وج (tu‏ 


منها ج 





3 
جا 
1 

ا 
ا1 
حلر 
1 
یب 
س ارم 


ريق ل 322 - 202 


0 


هادم 














۳۹ 























وعند (1) : 1 = وه16 - ,262 4 و82 - 


وعند )2( : 2 = و242 + 1621 چ 220 


ومنها وبموجب نهج كاوس 








9 _ .0.309 .0.461 _ 
44 سا 7 44 lS‏ 4 7 ا 


وبالثل ان كانت 8 = «فان : 
84 ح- پا 20 


حيث يصبح الانحراف عند مركز الصفيحة حيث 0 = « ,2 ,4 .8 = 7 بموجب 
العاد لة (ه) 








| _ 1201 - 0.32 ۵ _ ^ 

(e = -10690(,‏ کر 00۵84 1 ى 3 
م *90 _ ۵٩‏ ۰0.461 0.35 - 120 _ | ., 
ل رز 256 ,| 


امک میم و 5.857 08۵ 12(1 _ 
COB‏ ی | 4096 5 |“ 
ان النسب الئوية للاخطاء » قد حسبت من قيمة الحل التسلسلي والذي استخرجه 
( نوموشینکو) كما ان الاستیفاءات من نمط ۸ قد استعملت على قیم التقریبات (انظر 
838 ) وتعطي : 


دروم منوت وه 
O‏ حك Jh‏ ات تا 2,4 5 


4 
00142 و‎ (e = -2.990(, 


8 
لسا 
ص 

| 


qa 


.)14%~ = مزر 


| = 0.0140 
2,4,8 


0 مسائل القيم المميزة ثنائية البعد 
Two-dimensional Characteristic Value Preblems‏ 
لنأخذ مربع الشكل طول ضلعه » مسند ببساطة على حافتين متقابلتين ومثبت على 
الحافتين الاخرتين . تؤثر على اللوح فوة منتظمة ضاغطة قدرها 7 ( لكل وحدة طول ) عمود بة 
على حافتي الاسناد البسيطتين وتعمل في نفس مستوى اللوح ( شكل 5.57 ). 


باختبار اتجاه الحور :2 موازيا للحافتين المثبتتين مع جعل نقطة الاصل عند مركز اللوح : 
من الممكن اثبات ان انحراف اللوح 7: عند النقطة ( ۷ ) يحقق العادلة التفاضلية 
( راجع نظرية الاستقرار ص 337 ) التالية : 


N ۶ 
vw + 5 7 9 (5.20.1 


حيث 0 هي الجسؤة الانثنائية flexural rigidity‏ للوح الطلوب استخراج 
اصغرقيمة ١‏ التي تسبب حول ( یووزلیامین ) اللوح .اي قيمة التي لن يكون الانحراف 








9 فيها مطابقا للصفر . مع تحقيق الشروط الحدودية للاسناد البسيط‎ w 


(5.20.2) 


95 
2 





شكل ( ۵-6۷ ) 


0w 
29 7 0 at r= + 


وشروط الانعد ام للد وران complete lack of rotation‏ 


(5.20.3) 


تعاد المعادلة (5.20.1) اولا الى صيغة لا 


(a) 


وبعد ضربها '0تصبح : 
(5.20.4) 


د 
2 


y= ع‎ 


بعدية بموجب التحويل التالي : 


= 


"a 2‏ 
۳ 2 ب ردپ 


1 ۵88 . ۰ 


علما بان ۲٩‏ قد استخرجت بالنسبة الى + .« ومن ثم تغطي اللوح بشبکة مربعة حجم 


عینها 1/۰ . وبضرب المعادلة بالقدا, 1/74 


= 4م واستعمال مزثر الشکل .5 أي 


۷ واستعمال مؤثر المعاد لة (5.2.2) أي*02:0/34 . فان معاد لة الفروق التى تناظر العاد لة 
ر ي 9 


۳۳۲ 


(5.20.4) تقتنى بالصيغة الجزئية ده «علته‌عامه: التالية : 





)5.20.6( حبث ۱ و = k‏ 


ان تطبيق المعادلة (5.20.5) عند نقاط الارتكاز الد اخلية يؤدي الى مجموعة من 
العاد لات الجبرية الخطية المتجانسة في مجاهيل هي ازاحات الارتکاز :» التى يجب ان 
يطابق الصفر لكي تختلف قیم :2 عن الصفر . فان اصغر قيمة 7 التي تجعل محد دة العادلات 
 )5.20.5(‏ تساوي الصفر هي اصغر قيمة حرجة للقوة الضاغطة . 

ولكي تطبق العادلة (5.20.5) على نقط الارتكاز داخل الحد ود مباشرة .فان 
الانحراف 08 يجب ان يكون معلوما عند نقاط ارتكاز وهمية خارج الحدود 
مباشرة .ان هذا الانحراف معطى بدلالة الانحرافات عند نقاط الارتكاز داخل الحدود 
مباشرة وبموجب الشروط الحدودية .وفي الحقيقة بموجب العادلات (4.1.1) تصبح 
المعاد لات (5.20.2) 
atm 4g, )5.20.7(‏ لا حيس 0 - ب 

بينما تعطى المعاد لة (5.20.3) 


(5.20.8( .}+ = او عند U‏ ع Wa‏ (0 ع لا 
لنبدأ بجعل3 = «وانحرافات الشكل 5.58 غير متناظرة " 


(~wı F wı + 0 + 0) + 2(0 + 0 + 0 - wy - 8(0 + 0 + (رسه سوس‎ 


نحصل عل ,0 = )ب = س2 - 0) ثيك + :س20 + 


رب هامش ص ۲۷۲ 
ان الانحرافات التناظرة باتجاه 2 تعطي حمل حدل أعلى . 


۳۲۳ 











k: 
221 6 ارت و ب‎ 0, 


(b}‏ .۰ = 54 = ود 


ومن هذه يحصل : 


وبجعل 4 = «والانحرافات غير المتناظرة للشكل 5.59 نحصل على معادلات الجدول 
5.17 


Table 5.17 






جدول 8-117 ) 























وبجعل محد دة هذه المجموعة من العادلات مساوية الصفر ينتج : 
2y) - 8 < 16[])20 - 2)18 - 2( - 8 × 16[‏ - 2622 - 27())20 - 20( 
,0 سب 

نجعل من العامل الثالث على اصغر جذر 3.821 = + ولذ لك 


(e)‏ ,2 = 61.136 = يم 


ان القيمة المستوفاه extrapolated‏ التي تبلغ 2 = k4‏ تزيد قليلا عن 
قيمة ۸ الصغرى التي استخرجها ( تمینوشینکو ( التي تحدث للوح النسبة بين ضلعيه 6/۵ 
6 07 وانحرافات متناظرة) وعلی هذا فان القيمة المستخرجة لايمكن ان تختلف كثيرا 
عن قيمة « الحقيقية . ۱ 


۳۳۵ 





27 حل المعاد لات التفاضلية الجزئية بفصل المتغيرات والفروق الحدودة 
The Solution of Partial Differential Equations by‏ 

Separation of the Variables and Finite Differences 
غالبا مايكون من المفيد ان نجمع بين الطريقة التقليدية لفصل المتغيرات وبين الاساليب‎ 
العد د ية الحديثة كي نحل العادلات التفاضلية الجرئية . ان هذه الطريقة المختلطة ستتضح‎ 
بتطبيقها على مسألة الحدل من البند السابق.حيث ان ضلعين من اللوح المربع الشكل تستند‎ 
استنادا بسيطا وان الحمل الاصغر للحدل يقابل التشويه غير المتناظر. بالانجاه س فان من‎ 

المنطق ان نفرض الانحراف ت على الشاكلة التالية : 
(5.21.1) و2 w(z,y) = Y(y) sin‏ 

حيث (۷) ۲ هي د الة غير معلومة من / لوحد ها.ان دالة الانحر اف 10 deflection function‏ 
يفي بالشروط الحد ودية عند الحد ود البسيطة المسند العاد لات ( 2 ) . وعند تعویضها 
في معاد لة التوازن [ المعادلة ( 5.20.1: )] فانها الى معاد لة تفاضلية عادية بدلالة ‏ : 
(5.21.2) 


2 
۳ - بو‎ ۳ + (EF - 105 


وبتعويض العاد له ر 5.21.1 ) في الشروط الحد ودية على طول الحافات المثلثة [ العاد لة 
( 5.20.3 )] نحصل على شروط ۲ الحد ودية . 


0 ی( 5 د 
(5.21.3) ;+ دن Y'=0 at‏ ز0 < ۲ 


وهكذا فأن مسألة القيمة الميزة الجزئية للمعاد لات (5.20.1) ,(5.20.3(.)5.20.2) 
تعاد الى مسألة القيمة المميزة العادية للمعاد لات (5.21.2) .(5.21.3) 


ولكي نحل المسألة الاخيرة بصيغة لابعدية نستعمل التحویل7» = إحيث نحصل على : 


047 0 Na? 
dnt Sr? 7۳ FF (1r — 4? 2 Y =0; )5.21.4( 
0 71 
(n) = 0; وم‎ 0 at جد دو‎ )5.21.5( 


۳۳۹ 


بضرب المعاد لة ر 4 ) في 4م/1 = 4/ وتعويض تعابير الفروق المركزية لمشتقات 7 
[ العاد لات ( 2.7.16 )] نحصل على معاد لة الفرق بد لالة ۲ : 


۱ 2 
153 (3 ۳ 4) + (0 ر( _ اا"‎ tt 2 5 
n n2 


n^ n^ 
+ ¥ = 0, )5.21.0( 


حيث ۲ تتعين بموجب المعادلة ( 5.20.6 ). ان الشروط الحدودية تتطلب : 


Y= Ys, at n= +}. (5.21.7)‏ 
۷-0 ۷-0 
7 ۷ ر ۷ 
چس 
y‏ 3 2 ۱ 0 - 
۱۳ بكي 
Yg=0 (a) Y0‏ 
اح ا ۲ ۷ ۷ 7 ۷ 
ا 4 3 ا 2 ۱ 1 0 |- 
سا اسر 
۷-0 ۷-0 
Ya 7 e‏ ۷ ر لا 
/ 5 4 3 ۱ 2 ۱ أ ۱ 0 | 
ظ ۵ ل ۳۳8 رل 92 0 
أ 
(e)‏ 
شکل ( ٥-۹۰‏ ) 


فاذا ابتد انا بجعل 2 - « وبقیم ‏ كما في الشکل ( 5.60 ۰ حيث رسم المحور ۷ أفقيا 
لتيسير الامر . فان المعادلة ( 6 ) تعطي : 


167* ( 4ج16‎ 4r? ۳ ۳ 
Yı +o + و)‎ + E لب‎ Fk) yı +0 + Y= 0, 


ومن هذه يكون : 
ka = 2. (a)‏ . 


۳۳۷ 

















وبجعر ی = رصم ر ته تي DUD J Jw:‏ ين اشاس J mama‏ اومان ١‏ سي 78 
8r?‏ ۶ *167 167 
= 0+ ا 7 5 1 بالات 
E (6 9 81 81 3 5 2 4) Om,‏ 


ومنها يكون : 


(b)‏ 367۶ = وبا 
وعندما نبدا بجعل 4 = «واستعمال قيم ‏ كما في الشكل 60 نحصل على العادلتین 
4F? , _ 7۶ ۱ E‏ +167 | 2ج16 
gk) Yı - (GG + 4( + Yı =0;‏ - 252 16 +6( + 0+ رلا 

 16r4 4F? 87‏ 162 ?87 
Fe (FG +4):‏ )* و - 25%6 ۳ 16 +6( + :)4 + ) 9 
.0= 0+ 
ان الجذ ر الاصغر لحد دة هذه المعادلات يساوي : 

kı = 002, (e) 

وعند استخد ام استيفاءات 82 في المعاد لات (ع) . (ط) ۰ (ن) نحصل على النتائج التالية : 


.7.142 = :1 :669۶ = وروم 


ان الحل بفصل التغیرات یعطینا نتائج بنفس مرتبة الد قة كتلك التي تحصل علیها من 
حل الفروق الحد ودة الثنائية البعد الوارد في البند 5.20 الا انها اقل عناء حيث ان تعيين 
قيمة ,:/ مثلا بتضمن محد دة من الرتبة الثانية في الحل الاحادي البعد وعلی محددة من 
المرتبة الرابعة في الحل الثنائي البعد . 


۳۳۸ 











تماريت: 


.5 ) اشتق مؤئرات الفرق الناظرة الى المؤثرات التفاضلية التالية وبد لالة الفروق الامامية 
ذات الخطأ من المرتبة ٠م‏ 
(a) Dry. (b) PT. (o) HID‏ 


الجواب : انظر شكل 5.61 
5.2 ) عين مؤثرات الفرق المحدودة التي تناظر المؤثرات التفاضلية التالية وبد لالة الفروق 
الخلفية ذات الخطأ من المرتبة *۸ 

ستل ما Dry. (D) PTP.‏ )4( 
الجواب : انظر شكل 5.62 


3 (ه) عين الحد الاود من الخطأ فى مؤثرات المسألة ©) ,(ط) ,(3.1)8 
(0) عين الحد الاول من الخطأ في مؤثرات السائل ۰ (() ,(5.2)4 
4 برهن ان الخطا في قاعدة الثلث لسمبسن للتکامل الثنائي ذات الرتبة ۸٩‏ 
5 جد التكاملات التالية ولاربعة ارقام معنوية بموجب قاعدة الشبه النحرف مستعملا 
شبكات رباعية حيث 2 - » والفترات الفرعية = 4 والاستيفاء 


72 


4 6 ب‎ 
(a) 1 dy In ry? dz. (b) / dl / sin WV 22 dr. 
2 4 0 /0 
5 و‎ 1 1 
(e) dy my, (d) / dy 1 e iru dr. 
1 1 )2* 4 ر‎ J0 0 


الجواب : 


(a) وك‎ = 14.95; A, = 15.02; ريك‎ = 505 (cC) وش‎ = 4.134: A4, = 
3.997; 4: = 3.952. 


۳۹ 


+2 








0 





زر3+] Ta‏ رم زا نأ 


) ٩-٩۱ ( شکل‎ 


۳۳۰ 





5 ,1-2 ز,2-] 


|-[را 






4 
)۱۲۳0+ 2 زا 2 رد0 8 


2- زرا 


(e) 
) ٥-٩۲ ( شكل‎ 


7 


۳۳ 


6 جد التکاملات للمسالة 5.5 ولاريعة ارقام معنوية بموجب قاعدة السمبسن الثلنية 
تعملا شبكة رباعية حيث 2 = ۰ الفترات الفرعية تساوي 4 والاستیفاء . 


الجواب := رار :3962 = وك ©( .1.788 = ريك :۱724 = ول :۱.585 = و4 («) 
A24 = 3.063.‏ ;3.963 


7 جد التكاملات التالية ولاربعة ارقام معنوية مستعملا شبكة مستطيلة حيث 2 = « 
الفترات الفرعية تساوي 4 والاستيفاء . 

(أ) بموجب قاعدة الاشباه المنحرفة . 

رب) بموجب قاعدة سمبسن الثلثية . 


1 7 00 «inh (4) dr 
: جد تکامل المعادلة ر 5.3.10 ) بموجب قاعدة الشبه المنحرف ولا يأتي‎ 8 


)( fry) = گر + ثم‎ pil) (رزاية راع‎ = Dye = ۱۱ للك‎ 
)( fry) = (® 4 yD dily) = O; pal) = j e = ۱۱۸ = 
(O) fry) = (r + gD) e ily) = yj (رراية‎ = ye ۱۸ = 

)( fey) = x Fy; ily) = yh daly) = ye = id = 


k=1,m= 4 اسد‎ 

الجواب : 989 = 7۲ )¢( .205.0 = (a) I‏ 
9 حل المسائل 5.8 بموجب قاعدة سمبسن حيث 4 = م« ,و = م 

(a) 1 = 275.2. (¢) 1 = 2225. : الجواب‎ 


0 عين ویموجب اسلوب لیمان ۸ د رجة الحرارة المستقرة عند نقاط الارتكاز 


للوح مستطیل الشکل ابعاده ۸.۰ من الشکل 5.63 
اذا كانت هذه الابعاد ذات درجة حرارة المؤثر في الشكل . استعمل مؤثر الشكل 


5.36 


الجواب 





۳۳۲ 






































شكل وب-ه 
1 عين بالمعاودة iteration‏ القیم عند تقاط ارتکاز عربع الشكل 4 للدالة 


التوافقية التی قمها الحد ودية واردة ۳ الشكل 5 استعمل مؤثر 5.0 حيث 2 - 7 
والفترات الفرعية تساوي 4 والاستیفاء . 








۳۳۳ 














2 عين بطريقة الار خاء د رجة الحرارة الستقرة عند نقاط ارتگاز لوح القكل 5.65 
اذا حفظت اضلاعه في درجة الحرارة المؤشرةافي الشكل ۰ استعمل مؤثر المعاد لة 5.30 


8 = وه ;267 = ونه ;433 = uı‏ 





)۵-٩٥ ( أشكل‎ 


8 عين بطريقة الاسترخاء درجة الحرارة المستقرة عند نقاط ارتكاز لوح في الشكل 
6 اذا حفظت اضلاعه في درجة الحرارة المؤثرة في الشكل ۰ استعمل مؤثر المعاد لة 
(5.2.11) 





۳۳۶ 


٩‏ ابتدأ حل المسألة 5.12 بطريقة الارخاء الكتلي واستمر بهذا الاسلوب متبعا فرط 
الارخاء وتحته . 
۱5 ابتداً حل المسالة 5.10 بطريقة الارخاء الكتلي واستمر بهذا الاسلوب متبعا فرط 
الارخاء وتحته. ۱ 

6 استعمل شبكة مد رجة عينها ( الفتحة ) نصف ماكانت عليه في السالة 5.13 وفي 
الجزء الايمن الثالث من اللوح تارکا الفتحات على حالها فيما عدا ذلك وكي تحصل على 
تعريف افضل لدرجة حرارة هذه المنطقة . 

7 استعمل شبكة مدرجة حجمها 9 في الركن الايسر الاسفل من اللوح الوارد في 
المسألة 5.12 تاركا الفتحات على حالها فيما عدا ذلك ولكى تحصل على تعريف افضل 
لدرجة حرارة هذه المنطقة . ١‏ 

5.18 )(أ) حل بطريقة الاسترخاء المسألة ٩۱‏ مستعملا المؤثر ۷ للشكل 5.32 

(ب) حل بطريقة الاسترخاء المسألة 5.12 مستعملا الزثر ١‏ للشكل 5.32 

9 ) عين التغیر الجانبي عند نقاط ارتکاز غشاء مربع الشكل طول ضلعه ۸ فارضا 
ان 16.000 = 72:۸ الفترات الفرعية + = «( انظر البند 5.0 .استعمل مؤثر الشكل 
33b‏ ) 


الجواب : TBD SRF‏ سور وذ ] سام 


0 ) لوح مربع الشكل طول ضلعه = 0 مستند استنادا بسيطا أثقل بثقل منتظم قدره 
6 عين التغير وعزم الانحناء في مركز اللوحفارضا بان نسبة بواسات ‏ 0.3 = ر 
استعمل 2 = ١ = + , ١‏ فترات فرعية والاستيفاء. 

( تلمیح) : معادلة اللوح التفاضلية هي (ا و - »> (انظر البند 9 ) التي 
يمكن تجزئتها الى معادلتين من المرتبة الثانية وذلك بجعل 


(« + 1) /(رلاء + ./1) = 1 حيث يدل .1 رراا على عزمي الانحناء لكل 
وحدة طول من المقطعين العمودين على المحورين ٠:‏ على التوالي. 
المعادلات في م :/1 هي : 


و- = 01 : مرق د سس الشروط الحدية لکلا ۲ وما هي 0 - م و0 = 1 
عند الحدود . استعمل مزثر الشکل 5.30 ثم حل مجموعة العادلات الآنية لقيم ارتکاز 


و۳۳ 


بو /. بموجب نهج كاوس . 
الجواب : ۱ 
هه 0.0450 = 0.0406ga; 1es = 000301901: 3M,‏ = ور 
.0.0000 = ريم ;0.047440 = و wa = 0.004030 D;‏ 
D.‏ جع AM = 0.03193: w‏ 
1 ) عین بطريقة المعاودة tti‏ قمة الدالة 2 المحققة للمعادلة 


| = ۳# اذا كانت 0 = > عند حدود مریع ضلعه » .استعمل مؤثر الشکل 
h = a/2 5.3b‏ ره ثم استوف extrapolate‏ قيمة 2 عند مركز ا مريع 

2 ) قم عند نقاط ارتكاز مربع ضلعه 2= 4 - م .اذا كائنت 
۵ = 2 ر = ۲2 عند الحدود . افرض نقطة الاصل ر النقطة و ) انها 
عند مركز المربع واستعمل مؤثر الشكل وچ . الجواب : 


00۰ - = و2 003501 ناه حداوه = ,2 


5.5 ) حل بطريقة المعاودة متاو السألة 5.19 مستعملا الزثر ۸ للشكل 
5.32 

5.24 ) حل المسألة 5.20 مستعملا مزثر بواسان المحسن للشكل (5.11.4) . 

25 ) (أ) عين بطريقة الاسترخاء قيم ارتكاز الدالة ۶ التي تحقق معادلة الالتواء 
Vp +2 = 0 torsional equation‏ والتي قيمها تبلغ الصفر عند 
الحدود للبند من الشكل 5.74 ) استعمل مؤثر الشكل راوج 
رب) اعد بالنسبة للشكل ,تنج 
(ج) عين صلابة الالتواء torsion rigidity‏ للبند مسن الشكل 

8 (انظر البند 5.7 ) 
(د) اعد بالنسبة الى الشكل م5.67 استعمل قاعدة الشبه المنحرف لاستخراج 

التكامل. 

الجواب : 


(a) وه 09268 = وه = وه 09730۶ = مه = ره‎ = o = U71 


۳۳۹ 








شكل (١و-ه)‏ 


6 (أ) عين قيم دالة الالتواء © في الحالة البلاستيكية الرنة الواردة في البند 5.8 
على فرض ,1.250 - ۾ وعدد الفترات الفرعية = 6 
(ب) عين القيمة الناظرة الى 24/31٠‏ ۱ 

7 ) عين قيمة هل للدالة 4 عند مركز المربع الذي ضلعه » اذا كانت ه تحقق 
المعادالة 0 = ۲۰۸ داخل الربع بالشروط 1 = 5 - ې عند حدود المربع . 
استعمل مؤثر الشکل موی وان 2 = « وعدد الفترات الفرعية يساوي 4 . 

ملاحظة : « خارج العمود على الربع . 


م /۲۲/ الطرق العددية في الهندسة لخد 


الجواب : 
po = - 2‏ :4 = :0.16076 = رو :2 = n‏ 
8 )جد ولثلاثة ارقام معنوية قيمة الجهد 7 عند نقاط الارتكاز الشكل 5.68 عندما 


تكون القيم الحدودية كما هي مؤثرة في الشكل . استعمل مؤثر الفرق للشكل 5.29 
تلميح : الجهد ۲ يحقق معادلة لابلاس 

















شكال رمك-ه) 


وورج ) جد قيمة درجة الحرارة فى الحالة المستقرة وعند نقاط ارتکاز لوح الشكل 5.69 
عندما تحفظ الحدود فى درجات الحرارة ا مؤثرة . استعمل المؤثر V2‏ للشكل 
9 عند جمیع النقاط . ۱ 


۳۳۸ 














الجسواب : 


8 = ينه ;6056 = ييه ;4833 = ريه 





شكل ر 9-14 ) 
ا من وی شكل قطع ناقص نصفي محورية ۾ ,20/3 
بموجب شبكة مستطيلة حيث 2/ه = :1 ,0/3 +- ۸ / ۱ 
استعمل قواعد الفرق ذات الخطأ من المرتبة ۶ ( انظر البند 5.10 ). 


31 ) عين اصغر تردد لذبذبة غشاء الذي شكل حدوده تشبه الشكل 5.28 مستعملا 
نقاط ر لارتكاز لهذا الشكل .ر انظر البند 5.10 ). 
استعمل المؤثر ۲۰ ذا الخطأ من الرتبة ۸ عند النقطة 4 واستعمل ايضا المؤثر 
۲ ذا الخطا الذي قدره: عند نقاط الارتكاز الاخری. 


الجواب : 


w = (4.490/L) ۰ 


۳۳۹ 


2 )لوح الشكل 8 مريع الشكل ضلعه 2 وقد طوى ركنا منه باقواس دائرة نصف 
قطرها 1/2 عين درجة الحرارة » عند نقاط الارتکاز عندما تکون درجة الحرارة 
في الحدود كما في الشکل. 
استعمل المؤثرات 7:4 التي الخطأ فيها من الرتبة *8 عند جمیع النقاط . 


8 ) عين بطريقة الاسترحاء درجةالحرارةالمستقرة عند نقاط الارتكاز للالواح المائلة 


المبينة في («) من الشكل 570 «البينة في () من الشكل 5.71 عندما 
تحيفظ اضلاعها في درجات الحرارة المؤثرة. 


: الجواب‎ 
(a) uı = 99.6; ويه :189.0 = ويه‎ = 160.9; u = 152.2. 





۳:۰ 





شكل ( 9-۷۱) 
4 ) عين التغیرات الجانبية عند مركز غشاء بمیل الزاوية 60۰ - م وله ضلعان 
متساوبان الواحد = » عندما تكون نسبة الضغط م الى اللي 16,000 و استعمل 
2 - « وعدد الفترات الفرعية -4 والاستيفاء ( انظر البند 5.6 ). 


5 ) عين اصغر تردد لذ بذ بة غشاء مائل ذي ضلعين متساوین © وميله 60° = به 


استعمل الحاور الاحداثية المائلة حين و - ۾ مع ثلاث فترات فرعية والاستیفاء ( انظر 
البند 5.9 ) 


الجواب : 


۷/۸ (ه/4.880) = (4.619/a) V8/m; ws‏ = ون 
V 8/m.‏ (5.088/0) = ووه 


6 ) لوح مائل بزاوية 455 مستندا ببساطة واضلاعه رز ,1 ۸⁄2 . يتحدب تحت ضغط 
7 منتظم لكل وحدة طول حدودية .جد اصغر قيمة حرجة الى ١‏ مستعملا 


4 ,2 - من الفترات الفرعية والاستيفاءات .( انظر البند 5.20 والمسألة 
5.55 ( 


الجواب : 


Ns = 24/1۸۱ Ns = 26.63D/L?; N, = 2715/1۸: 
Na, = 28.730D/L?; Na,4 = 27.820D/L?; 2۷: = 0/۰, 


7 ) عين قيم ارتكاز الجهد © لقطاع دائري من الشكل 5.72 عندما تكون قيمه 
الحدودية هي كما هو مؤشر في الشكل . استعمل 2 - ,, .من الفترات الفرعية 
تلمیح : الجهد و9 یحقق معادلة لابلاس 0 = ۳۶۵ 


الجواب : 





8 ) عين التغیرات عند نقاط ارتکاز غشاء حلقي نصف قطره الداخلي م ونصف 
قطره الخارجي 8 الناجمة من ضفط منتظم قدره م وشد منتظم 8 استعمل 
و - » ,4 من الفترات الفرعية والاستیفاء في الخط الركزي للغشاء ر انظر البند 
56 ( 
وو.5 ) عين اصغر تردد لذبذبة الغشاء الواردة في المسألة 5.38 مستعملا 3,4 ,2 = ” 
من الفترات الفرعية والاستيفاء ( انظر البند 5.9 ). 


۳:۲ 





Let w = wa 0010 اجعل‎ 

55 = و :1.5183 = رمد :1.4893 = وم ;1.4142 = وم 

الشات .1.5487 = wa,‏ 
0 ادالة (ن,#)» تحقق المعاد له 0 = ۲۶ ئی د اخل مسدس طول ضلعه »كما ان 
قيمها هي المؤشرة في الشکل 3 عند الحد ود . عين بطريقة العاودة عمنامههز ولثلاثة 
| 5 0 كه خا E‏ د 1 95 
رفام معنویه یم به عند نقاط الارتكاز المؤشرة شي الشكل 
الجواب 


uı = 283; u» = 270: u = 9 
2400 u=300 02200 







uz 200 u= 300 u=400 
0 
(9- ۷۳( شكل‎ 

5.41 ۰ 4 
عين دالة جهد الالتواء المرن elastic torsional stress‏ التى تحقق 
المعاد لة 0 = 2 + ۳:۵ عند نقاط ار تكاز مقطع عرضي على شكل مثلث متساوي الاضلاع 

مستعملا 6 ,5 ,4 = #من الفترات الفرعية . علما بان قيمة ه- صفر عند الحد ود 
(انظر البند 5.7 ) . ۱ 
الجو اب 

ws = )6/۵( ۹۷/۹/۳ wa = (6.532/a) VS/m; ws = (6.788/a) VST: 


wa, = (7.216/a) VS/m; w4 = (7.243/a) ۷/۰ 
w = (7.255/a) ۰ 


2042 عين اصغر ترد د لذ بذ بة غشاء على شكل مسد س منتظم طول ضلعه » . استعمل 
5 4 ,3 = #من الفترات الفرعية والاستيفاء . ( انظر البند) 5.9 





۳:۳ 


عين اصغرترد د لذ بد به عشاء مسث الشكل كما في شكل 4 . استعمل 2 - 3 ,4 
من الفترات الفرعية والاستيفاء . 


تلمیح : اشتق المؤثر v2‏ فی المحاور الاحد اثية حيث 70° = به ,100° = #6 واجعل التغيير : 
أنه 2#(u,v,w) sin‏ = (ارظارلارلة) 2 


V 8/m;‏ (ه/4.859) = مه V8/m;‏ (ه/4.701) = وه 
wa,4 = (5.062/a) ۰‏ 


شكل ( 4لا-ه ) 





5 لوح على شكل مثلث متساوي الاضلاع طول ضلعه » يستند استناداً بسيطاً ويؤثر 
عليه ثقل منتظم قدره 9. 
عين التغرالجانبي عند نقاط ارتكازاللوح » مستعملا 6 ,5 ,4 ,3 = ” من الفترات الفرعية 
واستوف عاداه‌مدتاته التغير المركزي 86 (انظر المسألة 0 ). 


۳: 


الجواب : 


n = 3: wo .«4/1ه؟0.00077 ع‎ n = 4: wı ع‎ 0.00055ga/D. n = 5 
wı = 0.00036qa4/D, wa = 0.00054ga4/D. n = 6; wı = 0.000241ga/D, 
wa = 0.000434ga*/D, wo = 0.000627ga4/D. ws,e تح‎ ۰ 


6 لوح على شكل مثلث متساوي الاضلاع طوله » يستند استنادا بسيطا وهو يتحدب 
نتيجة ضغط منتظم قد ره 3 لكل وحدة طول حد ودية . عين اصغرقيمة تحد ب ۸ مستعملا 
5 4 ,8 = ۰ من الفترات الفرعية والاستيفاء . ( انظر البند 5.20 والمسألة 5.55 ) . 


5.47 لوح مسد س الشكل طول ضلعه » يستند استنادا بسيطا وبتحد ب نتيجة ضغط منتظم 
قد ره 7 لكل وحدة طول حد ودية . عين اصغرقيمة تحدب 7 مستعملا 2,8 ,1 - ,, 
من الفترات الفرعية والاستيفاء ( انظر البند 5.20 ولمسألة 555 ) . 


Nı = 4D/a*; ول‎ = 6.28D/a?; N; = 6.77/08: ور‎ = 7.04/5: 
Nasa = 716۳/۵2: N23, = 7.18D/a?. 


5.48 حل المسألة 5 مستعملا مؤثر بواسان المحسن الوارد فى البند 5.15 . 

9 (أ) عين درجة الحرارة 0=)» في قضيب ماطوله 1 سطحه الجانبى معزولا 
علما بان نهايته قد حفظت في د رجة حرارة صفر وان د رجة حرارته الابتدائية هى 
u(z,0) = 100z/L‏ 1 استعمل ی العين mesh size h = L/4‏ 
مستخدما 11/32 = ج على فرض 1 ۽ 


(ب) حل المسألة نفسها محافظاً النهاية 0= » في درجة حرارة صفر ومعتبرا 
10/1 = ." فی 1 = بن 


0 اللوح المربع في الشكل ,5.75 في البداية كانت درجة حرارته صفروله ضلعان متقابلان 
حيشفجأة فدرفعت درجة حرارته الى درجة هي 10,0000 والضلعان الآخران قد رفعت 
درجة حرارتهما الى 5.000۴ . عين درجة الحرارة بالنسبة الى الزمن بموجب طريقة ( بندر 
شمدت ) مستعملا حجم العين ۸ دامر عندما .»۸/1 م التي تتغير من الصفر 
الى 10 


۳:۵ 




















n = 14 ti us 163 t4 
1 3750 2500 0 0 
2 1 4637 4375 1875 3125 
5 6562 6718 505 5468 





31 حل نة بألة 5.50 فارصا درجة الحرارة الابتدائية فوق اللرح باكمله تساوي 
,100 = 0 وان 10 = 0۸/87 فوق الحد ود كلها . 
2 عين قيمة » التى تضمن وتجعل درجة الحرارة المستقرة فى حالة تناقص فى المسألة 
من البند 5.17 عندما تکون شروطها الحدودية كالاتى : ر اجعل 1 - ز ) 
a.‏ = (ارطاءلا 0 = ,۱/0 (a)‏ 
(b) u(0,) = 0; u(L,t) + 2u,(L,t) = 0.‏ 
5.53 رأ( عين ازاحات سلكت 700 


حيث 90 = م ( باوند / قدم ) . مسحوب 
بقوة 10 = 8 من الباوندات اذا كان : 


.0(1)5 = ۶ ,0(2)10 = بو (lL — z)/L*, for‏ = (۷)2,0 
رب) حل المسألة نفسها اذا كان السلك في البداية ساكنا وكانت ازاحته اليسرى 1 = (,2)0. 


۳:۹ 






































5.54 لوح مستطیل الشکل ضلعاه 26 ,ه منتظم ومثقل قد ثني من جهة اضلاعة الصغرى 
ومسند اسنادا بسيطا من جهة اضلاعه الكبرى . عين التغير عند مركز اللوح مستعملا 0/2 = م 
( انظر البند 5.19 ) . 
تلمیح : الشروط الحد ودية بالنسبة للحافات المستندة مساطة هي 0 = س 

= 0200/01 
5.55 لوح مربع الشکل طول ضاعه » يستند ببساطة ويتحد ب بتأثیر ضغط قدره 3 لكل 
وحدة طول حد ود ية . عين أصغر قيمة للتحدب ۸۷ مستعملا 4ه ,2 = ” من الفترات 
الفرعية ( انظر البند 5.20 ) . 
تلميح : المسألة يعبر عنها بالعادلات : 


tw = 0; w = 0, Vw = 0‏ + و۳ 


عند الحد ود اجعل ۾ = س2 واستعمل مؤثر الشكل 5.3b‏ 
الجواب : :196۳/۵۵ = N» = 16/۵۶: N; = 18D/a?; N, = 18.75D/a?; N»‏ 
,8 کب N‏ 19750/۵8۵ = یو و 19.71D/a;‏ = بو 


انظر تیمونشیمکو . ونسكي کرایند ر نظرية اللواح والقشریات ص 878 


5.56 لوح مستطیل الشکل أحد ابعاده 20 (يستند ببساطة )يوازي والبعد الآخر ب يوازي 
«بتحد ب بتأثیر ضاغط منتظم قد ره ۷ لكل وحدة طول حد ودية . عين أصغر قبمة لتحد ب ١‏ 

. وبالمحاور التعامدة ومستعملا 4 ,3 ,2 = » من الفترات الفرعية والاستيفاء (انظر البند 5.20 
والمسألة 5.55) . 


5.57 لوح مستطیل ‏ بعد اد ,2 ,۵ (مثبت ) بوازیان ت علی التوالي بتحد ب بتأثير ضغط 
منتظم هو ۸ لكل وحدة حدودية عن امد ات ان مع در 
من الفترات الفرعية والاستيفاء ( انظر البند 5.20 ) . 

الجواب : .0/2 مح و و۷ :2655۳/08۵ = Na = 168۳/۵۵: Na‏ 


5.58 لوح مربع الشکل يستند ببساطة ویتحد ب بفعل ضغط منتظم قدره ۲ لكل وحدة 
طول مستخد مة الى الضلعين المتقابلين عين اصغر تحد ب الى ۸۷ مستعملا 4 ,3 ,2 = « من 
الفترات الفرعية ( انظر البند 5.20 ) . 


۳:۷ 


: الحا‎ 
N: = 32/۵۵: و‎ 300/۵8 N, = 37.51D/a?; N» = 39.20D/a?; لجوار‎ 
Ns. = 3946010/8 وه‎ = 3954/۵ N = 3946/0, 


9 حل السألة 5.55 بطريقة فصل التغیرات متخذا 
sin (r/a)x‏ (ن) ۲ = w‏ 
ومستعملا 4 ,3 ,2 = * من الفترات الفرعية . 
5.60 لوح مربع الشكل طول ضلعه © مسنود ببساطة ویتذ بذ ب بحرية . عين اصغر ترد د له 
بموجب المؤثرات الفروق المحد ود ة حيث الخدلا فيها من الرتبة ۸ . ومستعملا 3,4 .2 = , 
تلمیح : المعاد لة التفا ضلية للوح التذ بذ ب هى : 
,0 = 702۵/0۶ + م٩‏ ۲۷( 
علما ان 7 تدل على الكتلة لكل وحدة مساحة . عوض : 


w(z,y,i) = (x,y) Sin أنه‎ 


5.61 لوح 9 مستطيا الشكا ابعاده 24۵ مسنود ویتذ بذ ب بحرية . الطلوب تعيين اصغر 
تردد بموجب الفروق الحد ودة مستعملا و ,3 من الفترات الفرعية والاستيفاء ( انظر المسألة 
5.60( . 
الجواب : لد MV D/m; wı = (17.283/a)‏ 12:962/۵۵) عدون 
wa. = (20.740/a) ۰۰‏ 
2 لوح مستطيل الشكل مثبت من جانبه ذو طول 0 ( الوازي الى © ) ومسند ببساطة 
اتجاه الضلع الاخر الذي طوله » ( الموازي الى ۷ ) . اللوح يتذ بذ ب بحرية . عين اصغر 
ترد د بموجب فصل التغیرات والفروق المحد ودة عندما 2,3,4 » من الفترات الفرعية 
والاستيفاء . 


تلميح : اجعل 


في العاد لة لوح المسألة 5.60 اجعل : 
الجواب 


Y(y) sin )۳/2۵( sin wt‏ = (أرلور)نله 


W = wa VD. 


Wa = 13.175; و1۲‎ = 17.132, 


1۲ = 19.373, 
Wau = 22.254; Waa = 22.006. | 8; W2 = 20.298; 


۰ 


۳۸ 


المحتويات 
الوضوع 
مقدمة الطبعة الثانية 
مقدمة الطبعة الأولى . 
الفصل الأول 


الحلول العملية للمعادلات الجبرية والمتساوية 
ان ة بطريقة براون .. 
تعيين 0 المركبة بالعاون 

العادلات المتسامية . : 
حل المعادلات الخطية الآنية اا 
نهج كاوس 

المصفوفات ... 

معكوسة المصفوفة ۱ 

طريقة المعاودة لكاوس E‏ 

حل المعادلات الخطية بطريقة الارخاء 
مجاميع غير منتهية من العادلات .. 

تواؤم العادلات : 

المعادلات الآتبة اللاخطية . 

تمارين... 


الفصل الثانى 
الفروق المحدودة وتطبيقاتها العملية 
مقدمة . 0 
معادلات اتفاضل باستکمال قطوع مكافئة : 
صيغ التفاضل بطريقة فتح الدوال 00 متسلسلة تیلر 
30 الخلفية التراجمية 


۱۹ 
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۲۸ 
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صيغ الاستكمال لكريكوري - نيوتن ... 
الفروق المركزية E‏ 

قاعدة سترلنك للأستكمال 7 
استكمال لكرانج النقاط غير منتظمة التباعد . .. 
قواعد التکامل بدلالة استكمال القطوع المكافئة ... 
قواعد التكاملات بمتسلسلات تيلر... 

التكامل بنقاط ارتكاز غير منتظمة التباعد . . 
استیفاءات ريجاردسن 

تمارين... 


الفصل الثالث 


التكامل العددي لمسائل الشروط الابتدائية 
ما الت یو 

اطلاق الحل بمتسلسلة تیلر... 

طرق أويلر للتکاملات الامامية 

طريقة ملني 

طريقة آدامز . 37 
طريقة فوکس مععادلات المرتبة الثانية ة الخطية 
طرق نومیروف 

حل معادلات القيم المميزة E‏ یکل الامامية 
معاد لات الفروق 

راکم الخ في کاس خطرة فخطرة ١‏ 
مسائل .. 


الفصل الرابع 


۳۵۰ 


التكامل العددي الى مسائل القیم الحدودية العادية 
مسائل القیم الحد ودية عار وی مش 
التکامل خطوة فخطوة لسائل القیم الحدودية .. 

حل السائل من الرتبة الثانية بواسطة الفروق الركزية 
تحسین الحل باستخدام التصحیحات 


۹٦ 
۱۰۰ 
۱۸ 
۱۹ 
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۱۹۸ 
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۱۷ 
۱۷ 
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۱۷۹ 
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۱۹۶ 


۱۹4 


۱۹5 
۳۲ 


۲ o حم‎ e ھ کار و 2 و و اه الا‎ 
f e es Ae a. RS e E e 

تحن یه ديم جه 2 e‏ °۸ 
حل السائل العالية الرتبة بالفروق المركرية ۳۹ 
حل مسائل القيم المیزق ...2020520 ۱ ۳ 
استعمال نقاط ارتكاز غير منتظم الفواصل 000000000000000 ۲۱۷ 


ديه 


الفصل الخامس 
الحلول العددية للمعادلات التفاضلية الجزئية .... ... ... ... ۲۳۰ 
تصنیف العادلات التفاضلية الجزئية من الرتبة الثانية ... ... ... ۲۳۰ 
العادلات الاهليليجية ( العادلات الناقصة ) ... 000 0 00 ۲۳۱ 
المعادلات الكاققية  ...‏ ... ی ل ل ل ل 000 ۲۳۳ 
العادلات الزائدية ... ... ... A‏ هس ی ۱ PE‏ 
مؤثرات روق الجزئية في الاحدافيات الديكارتية شم us‏ مب ۲۳۳۲۰ 
التکامل المزدوج العددي ... ... الت ال ل ل ۰ ۲۳۹ 
قانون شيه المتحرف ...ی ی یی ی o‏ ل ۰ ۲۳۹ 


تکاملات ذات حدود عليا متغيرة... ل ی ی ۲۵۵ 


حل معادلة لابلاس بالمعاودة ‏ ... 20.2 ی ا ا ۲۵۸ 
منظومة العادلات الخطية  ...‏ ل ی ی ی 0000000 44م 
حل معادلة لابلاس بالارخاء  ...‏ ی ی ا ا ۲۵۱ 
حل معادلة بواسان بالارخاء عم و ae‏ عق رساي عي ۲۵۵۱ 
اللي املك ... ... و ا ا هه لاطا 
حل مسألة في اللي اللدن بالاراء ... ای E‏ ا ل AE‏ 
اهتزاز الاغشية 7 E‏ ا e‏ ۲۷۲ 
نقاط ل قرب الحدود النحنية Ro‏ شين e‏ یره VO‏ 
مؤثر بواسان الحسن فى الحاور الاحدائية التعامدق ‏ ... ار ۲۷۹ 
الزثر اللابلاسی فى الحاور الاحدائية المائية ) ...ی ی ۲۸۲ 
مؤثر لابلاس في المحاورالقطبية ... ... ی نت ا ی ۲۸ 


"۱۳۱ 


Fo 


المؤثر اللابلاسى فى المحاور الاحدانية المثلنية : ۴۹۱ 
مؤثر بواسان الحسن فى الحاور الاحدائية المثلئية ۲۹۹ 
مسائل سريان الحرارة العارض ( العادلات 

التفاضلية الجزئية المكافئة ).. : ۳۰۰ 
المسألة الزمنية - الفضائية الاحادية البعد. 

سريان الحرارة في فضیب ی تاه ۳۰۰ 
المسألة الزمنية - الفضائية الاحادية العد .. ۳۰ 
۰ سريان الحرارة في صفيحة .. : 7 ۳۹۹ 
استقرار الحل العددي لاد د الا احادية 

البعد ( المعادلات المكافئة ) 1 ۳۰ 
مسألة الوتر المهتز ( المعادلات التفاضلية الجزئية لزائدية ) ( ۳۹ 
مسألة قم حدودية حاوبة على ۳۹۸ 
مسائل القيم الميزة ثنائية البعد ۳۳ 
حل العادلات التفاضلية الجزئية بفصل 

التغیرات والفروق الحدودة... ۳۳۹ 
8 ۳۷۹ 
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